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El centro de gravedad de las curvaturas
del contorno de una figura plana y sus
aplicaciones a la rodadura®

Por M. A. HACAR BENITEZ

Doctor Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos

Después de definir lo que es dicho “centro” en una figura plana,
se determinan las longitudes de las trayectorias que, al rodar sobre
una linea, describen los distintos puntos de la misma.

Con auxilio del citado “centro” se facilita la determinacién de
areas comprendidas entre dichas trayectorias y esa linea (1).

Se exponen algunos ejemplos que evidencan su utilidad en la
resolucion de problemas geométricos.

Aplicaciones de la rodadura al estudio del movimiento de des-
plazamiento de bloques sometidos a acciones hidrodinamicas.

DEFINICION

Se llama centro de gravedad de una linea
al de distancias proporcionales de los ele-
mentos ds de la misma (figura 1) supuestos
con masas 0 cargas iguales a su curvatura

—;— por unidad de longitud (2).

Como, por definicion, la curvatura de una
linea en un punto es el limite de la relacién del
angulo de las tangentes en dos puntos pro-
ximos (angulo de contrigencia) al elemento de
arco que hay entre ellos, tendremos que:

1 da

R ds

(;) Se admiten comentarios sobre el presente articu-
0, que podran remitirse a la Redaccion de esta Revista
'asta el 30 de noviembre de 1982,

(1) Sélo hemos encontrado alusion de este «centro»
n la mecéanica de E. Collignon que indicamos en la bi-
tiografia [5].

(2) En los tratados de Geometria a partir de Des-
rtes, y sobre todo en los del pasado siglo y primeros
:«cenios del presente, se prestaba gran atencion al
itudio de las conicas y del tridngulo, definiendo para
ste multitud de puntos, ademas de los cldsicos como
aricentro, circuncentro, ortocentro, incentro, etc., otros
Intos y circulos, como el de los 9 puntos (en realidad
n mas de 43), o de Euler, los de Lemoine, Gergonne,
rocard, etc. (ver reverencias bibliograficas [6], {7], (9] v
1]. Pero en ninguno de ellos hemos visto definido el
2ntro de curvatura del mismo, que es el de gravedad de
18 vértices, afectados de masas o coeficientes iguales a
1s dngulos exteriores.
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Fig. 1

Por ahora supondremos que la linea es
plana, cerrada y convexa.

Si ésta es poligonal, las «masas» hay que
disponerlas en los vértices y sus valores pro-
porcionales a sus respectivos angulos exte-
riores.

Vamos a ver la importancia que este «cen-
tro» juega en problemas de movimientos de
rodadura y en la determinacion de longitudes
y areas engendradas por ellos (3).

(3) Pensamos que algo de lo que aqui expondremos

puede tener cierta utilidad en el estudio de los engrana-
jes planos, de las cadenas cinematicas y de los meca-
nismos en general. La teoria de éstos ha experimentado
gran desarrollo en los Ultimos afios en sus aplicaciones a
los robots («robdtican) (ver referencias bibliograficas (8] y
[16]).
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LONGITUD DE RECORRIDO
DE UN PUNTO CUALQUIERA
DE LA FIGURA PLANA AL RODAR

1. Rodando sobre una recta

Si la curva (C) rueda sobre la recta EE’ (fi-
gura 2),un elemento ds girara un elemento de

ds .

R , siendo R el ra-
dio de curvatura de (C) en el contacto Acon la
recta. Un punto cualquiera M del plano de la
curva (C), lamada «ruleta», pasara a la posi-
cion M, describiendo un arco elemental de

angulo du, tal que: du =

longitud: MA dq = MA—dRS—'

Integrando esta expresion tendremos el
recorrido total del punto M. Si, por ejemplo,
la ruleta diese una vuelta completa, como la
suma de los angulos exteriores de una linea
cerrada es 2n, el recorrido total realizado por

M vendria dado por la expresion L = JM_A < du,

tomando la integral a lo largo de los puntos A
del contorno de la curva «ruleta» (C).

De modo analogo, si la poligonal A, L A, A,
Ay Aivz(figura 3) xapoyada» en sulado A~ A,
se moviese girando hasta sustentarse en
A A1, un punto cualquiera M de la misma
giraria el arco de circulo MM’ de longitud
MA, - o, siendo «, el angulo exterior de los la-

dos consecutivos A, A y A A, de la poli-
gonal.

Si ésta rodase sobre EE’, dando una vuelta
completa, el recorrido total de M vendria dado

por: L = >=:]—I\7l7\.-al, siendo la poligonal de n
lados.

Evidentemente i o= 2m.

Ejemplos:
Ejemplos:

1.2 - Recorrido del centro de un poligono
regular de n lados rodando sin resbalar sobre
unarecta al dar una vuelta completa, siendo R

el radio del circulo circunscrito a dicho po-
ligono.

Como entalcaso MA, =R ya,= .in”_ (figu-

ra 4) el recorrido buscado sera:

L=nR—21=2:R
n
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(C)

Fig. 4

resultando la curiosa propiedad de que el re-
corrido es independiente del numero de lados
del poligono; sélo depende del radio de su cir-
cunferencia, R, y es siempre 2nR.
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2.° Recorrido de un punto cualquiera de|
interior de un circulo que rueda sin resbalar
sobre una recta (4).

Sea a la distancia de M al centro del circu-
lo de radio R.

%]

De acuerdo con lo indicado L = l MA . da.

__Como en el triangulo MOA de la figura 5
MA*=a’+ R?-2 a R cos «, sustituyendo en
la integral queda:

2:
L= J \a? + R?—2a R cos « du, que puede
0

reducirse a una integral eliptica de segunda
especie (5). Seria el caso de la longitud de una
arcada de cicloide acortada.

En el caso particular de estar M sobre Ia
circunferencia (cicloide natural) a = R, resulta:

L= \,/? R sw\ﬂ —Cos a du =

~2R J'“sen —;—du ~8.R.

que, como sabemos, es la longitud de un arco
de cicloide.

2. Rodando sobre una curva

Si la rodadura es sobre otra curva, el pro-
blema es anadlogo. El angulo elemental que
gira un punto M al recorrer el punto de con-
tacto el elemento ds no es sdélo el angulo de
contingencia du (figura 6) de dos tangentes
proximas de la curva «ruleta», sino que se
incrementa en el angulo df de la curva «base»
sorrespondiente al mismo ds.

{4)  Aunque etimoldgica o histdricamente ruleta, ci-
loide y trocoide vienen a significar lo mismo, ahora suele
»servarse el nombre de «ruleta» o «generatriz» a la curva
movil, cualquiera) que rueda sobre otra Hamada «base».
Cicloide» es la curva descrila por un punto de una cir-
unferencia que rueda sobre una recta. Si los puntos del
'ano de dicho circulo son interiores o exteriores al
1smo las curvas descritas son «cicloides», acortadas o
argadas, respectivamente. También se las llama «trocoi-
'$» (aparecen en la teoria del oleaje». La curva descrita
'Tun punto de una circunferencia que rueda exterior-
2nte sobre otra se llama «epicicloide». Si lo hace por su
terior, «hipocicloide». Por uUltimo, si el punto no esta en
“misma circunferencia se les llama «epitrocoide», «hipo-
*coide», segun que ruede por el exterior o el interior de
ra (ver tomo 3, pagina 255, cita [4]).
{3) Definiciones y tabulaciones de estas integrales
1e€mos en la conocida obra (en aleman e inglés) de
Jahnke y F. Emde, «Tables of Functions - Funktionenta-
inv. Dover Publications, 1945. M&s moderno es el voly-
‘Noso «Handbook of Mathematical Functions». Ed. by

ton Abramowitz and Irene A. Stegun. Dover Publ,,
164,
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ruleta

Fig.8

Si Ry R" son los radios de curvatura res-
pectivamente de dichas curvas en su contac-
to, el elemento total de angulo girado por M

(alrededor o con centro en dicho punto de
contacto) es ahora;

_ _ds ds _ e 1\ _
da+dp = R + =Y ——ds(R +——.R,>—

= da <1 + —g—,) (6)

Para hallar el recorrido de M habra que in-

1 1
tegrar la expresion MA (—— + ———) ds, mo-

R R’

viendo lo que se deba A a lo largo del contor-
no de la curva «ruleta»,

Si ambas curvas (base y ruleta) fuesen cir-

(6) Ver pagina 48 del libro de H. Bouasse citado en
referencia bibliografica [2).
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cunferencias (7) de radios R" v R tales que

‘= KR, para un punto de la circunferencia
ruleta distante a de su centro, el recorrido L
de una arcada completa seria también en ge-
neral el resultado de una integral de tipo elip-
tico, analoga a la del segundo ejercicio del

1
apartado anterior, pero multiplicada por 1 + R—

Por esta razon, si esta el punto sobre la cir-
cunferencia, resultan como longitudes de ca-
da arcada de epicicloide ordinaria:

3(1+k) R

8R{1+ 1 .Y para k arcadas
: (®)

Ejemplos:

10  Hallar la longitud total de la curva
llamada cardioide, 0 epicicloide engendrada
por un punto de una circunferencia que gira
sobre otra del mismo radio.

De acuerdo con lo expuesto, k=1, resul-
tando L= 16-R, como €s sabido.

o0 Hallar las longitudes totales de las hi-
pocicloides llamadas: a) de La Hire; b) de
Steiner (o de tres retrocesos); c) Astroide (0
de cuatro retrocesos).

Es facil comprobar que cuando se trata de
hipocicloides las formulas son analogas a las
de las epicicloides sin mas que considerar
que K es negativo.

a) Como la hipocicloide de La Hire (gque
en realidad es un segmento doble) correspon-
de a la linea descrita por un punto de una cir-
cunferencia de radio R que rueda interior-
mente sobre otra de radio R'=2 R, resulta
que k=2 y como longitud de una arcada:

8 (1 - —;——) R = 4R:luego el total de longitud

esde 2X4R=8R.
b) La hipocicloide de Steiner correspon-
de a k = 3, luego una arcada mide

1 16

8R(1——3——)=-—é—R,ytodaeHa16 R.

c) Parala astroide k = 4, una arcada me-

(7) (Vercapitulo X! del libro de H. Bouasse citadoenla
referencia (3] en que trata de las epicicloides y las hi-
pocicloides. También de las curvas llamadas «rosaceas»,
caso particular de las anteriores, cuando el punto traza-
dor pasa por el centro del circulo fijo (referencia {15]).

(8) Este resultado aparece indicado por ejemplo en
la obra citada [11) de Gomez Teixeira, pagina 440, ha-
ciendo determinadas integrales cuyos resultados ya eran
conocidos por Newton y Bernouilli. Creemos ser de uti-
lidad la forma tan sencilla en que lo hemos hallado.
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diria: 8 (1 - -—l—) R=6 R,y el total 24 R.

AREAS ENGENDRADAS POR UN PUNTO
DE UNA FIGURA PLANA AL RODAR

1. Rodando sobre una recta

Veamos el area S comprendida entre la
«base» rectilinea EE'y la linea descrita por un
punto M de la «ruleta» al moverse rodando,
después de dar una vuelta completa.

Como antes, al rodar, el punto M pasaréa a
M’ (figura 2). El rea buscada sera el resulta-
do de integrar dos elementos de area de tipo

del sector circular MAM' que vale: —%—MA“ da,

y los elementos triangulares M'AB. La suma
de estos ultimos es evidente el area de la
curva ruleta que llamaremos S.

__En cuanto a la suma de los elementos
MA2dy, como M es fijo (en el plano de fa ru-
leta), si tomamos sobre cada elemento ds del

contorno un «peso» o coeficiente

siendo

R el radio de curvatura en dicho elemento,
llamando G al centro de gravedad de estos
pesos, por el conocido teorema de Leibnitz

(9) aplicado a los diversos elementos del con-
torno tendremos:

-

A ds _

- R -~
= S GA’ da, = MG? Rda.

.

\ MA? da, =

Pero como la suma de los angulos de con-
tingencia o exteriores de un contorno © po-

ligono convexo vale 4 rectos: da, = 2n.
Por lo tanto, determinado G, el problema
se reduce a hallar laintegral \GA! du,alo lar

go del contorno de la «ruletan».
En resumen, el area buscada es:

an

_ I -
S=So+nMG’+—2—SOGA?dCL. (1C)

(9) Ver, por ejemplo, referencia bibliografica [17].
(10) En el caso de tratarse de la «rodadura» de un K

i

poligono de n lados en lugar de esta integral se tomara a ¥
n &

suma X GA?-qa, Dicha area sera minima cuando M coiir &
1= 1

cida con G, anulandose el segundo sumando. Para tn g
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expresion fundamental en la que de los su-
mandos que la componen, el primero, o sea, S,,

LI
constante. El tercero —Q—J GA! da, no depen-

de del punto M tomado en la ruleta, sino sélo
Je la forma geométrica del contorno. E| su-
mando n MG es el Unico variable con la po-
sicion de M. Se anula si M coincide con G,
Entonces S resulta minimo.

En resumen, podemos decir:

12 El centro de gravedad G de las cur-
vaturas de la linea del contorno de la curva
«ruleta» es tal que el area comprendida entre
una recta y la curva que describe al rodar
sobre ella es minima.

2° Lospuntos Mde laruleta que equidis-
tan de G describen curvas tales que las areas
comprendidas entre ellas y la «base» rectili-
nea son iguales.

Ejemplos:

1° Area comprendida entre una arcada
de cicloide acortada y su base de rodadura
(figura 5).

Evidentemente, G coincide con el centro
de la ruleta de radio R

S() =n R“; n [\7|—G“ = ﬂa"; @< =
=R, luego 7§ GA du. =1 R:

Por tanto, el area buscada es:

S=rR4natnR = [ER T

Para a= R tenemos el caso de la cicloide
rdinaria, en la que S=3 5 R", o sea, tres

1dangulo de lados a, b, ¢, hemos calculado que dicha area
S=8§,+ T—[a“ B.C=b'C At ATB)
h

que A", B’ y C son los suplementos de los angulos del
ingulo, medidos en radianes.

111)  En verdad esta fue la primera propiedad de
ha curva descubierta por Roberval en 1964.

Aunque la integral por lo cual puede obtenerse:

2
Jovdx=rf(1-coroy do=3 R

'a hoy al alcance de cualquier estudiante, era antes de
‘'ema dificultad. Creo que lo expuesto constituye una
na muy sencilla de encontrar dicha area. Recordare-
S que en 1658 el célebre Pascal, con el pseuddnimo
~Dettonville», propuso dos premios de 40 y 20 «pisto-
- (monedas de 0ro) a quienes obtuviesen areas, vo-

:denes Y centros de gravedad relacionados con la ci-
de..,
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veces el area del circulo generador, como es
bien sabido (11).

2.°  Area engendrada por el centro de un
poligono regular de n lados y de radio R al dar
rodando una vuelta completa. Segun lo ex-
puesto, como

1 2 2
S.=n —R’sen d L, = I
2 n n

N 2
v GA’u,=nR" —n”— =2 R?
i 1

resulta

(figuras 4 y 7)

n R* 2
S = R sen AN n R

Consideramos los casos limites

a n=2, S.=71R" correspondientes a
la figura 7a.

b)  n=infinito; en el limite como del co-
ciente del arco al seno tiende a uno cuando

L=_2_rrR

_S=muR?

AL SSNYE

e 777 &\\\\\\\\w,ﬁ// eSS \777d
A R RBB AN B"

Fig. 7a.—n = 2, Bisegmenlo.

Fig. 7b—n=3 Tnangulo.

L= 21rR S =(2+m)R?
c B D' C‘A" DuBm Am CIV BIV

Fig. 7c.—n = 4. Cuadrado.
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TR

7 "\"(EV ]’M:\'\\AV P

Fig.7d.—~n = 5. Pentagono.

S= 2 R2

Fig.7e~n= o . Circulo.

. L . 2n
este disminuye, lln'p_bgoen = 2n, luego

limS =2nR? lo cual es evidente (figura 7€)
n=—o00
3.2 Area engendrada por uno de los vérti-

ces del poligono regular al rodar sobre Ia
recta.

Aparece entonces el término n MG? = nR®
resultando un valorde S mayor que en el caso

del area descrita por el centro del poligono,
siendo ahora:

nR?
2
Cuando n crece indefinidamente tenemos

en el limite el area de la arcada de cicloide
que vale 3 n R2 como era de esperar.

S

2
sen nn +2nR?

(12)  Conlarodadura de una curva (ruleta) sobre otra
(base) se puede estudiar el movimiento plano en general.
En cada posicion hay en la ruleta determinados puntos y
Curvas especiales, como el centro instantaneo de rota-
cion, el circulo de las inflexiones, etc. Hay también la
llamada «cubica de curvatura estacionaria» («circling
point curve» en inglés, y «Kreisungspunktcurve» en ale-
man), que es el lugar geométrico de los puntos que tienen
cuatro puntos de contacto infinitamente préximos de una
circunferencia (ver obra citada de J. Nieto, pagina 140. en
[16] de la bibliografia). Su importancia es grande en la
teoria de los mecanismos, ya que las trayectorias de sus
puntos se adaptan mejora tramos circulares y rectilineos,
prestando gran ayuda a los problemas de sintesis. En el
libro de A. Schoenflies, citado también en [18), se estudia
dicho lugar geométrico para cuatro posiciones cuales-
quiera del plano movil (lo anterior es el caso limite,
cuando estas cuatro posiciones se acercan indefinida-
mente). Y también (pagina 42) los puntos (son cuatro, en
general) en que para cinco posiciones cualesquiera de un
sistema plano, estan en una misma circunferencia.
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)

2. Rodando sobre una curva (12)

De modo analogo a los casos anteriores, es
facil ver que ahora hay que tomar en las in-

tegrales, en lugar de da, da (1 + %—) = (1 +

+ -:(——) ~du, siendo k = % la relacidon entre

los radios de las curvas «base» y «ruleta», res-
pectivamente, y considerando K negativo sila

«ruleta» rueda por el interior o parte concava
de la «basen».

Ejemplos:

1° Area de una arcada de epicicloide (o
hipocicloide) engendrada por un punto M de
una ruleta de radio R distante de su centro d
al rodar exteriormente (o interiormente) sobre
una base circular de radio R'= KR (figura 8)

Se prueba facilmente que para la epicicloi-
de es:

2n
S=S,+ ;—Jm2(da+da)=nﬂ?+
(o}

+ 2 (14 L) ((war
2 K fo ¢
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y como por el teorema de Leibnitz: '
2n 2n
MA2doa=| GA2da+2n MG=
0 0
=2 nR24+ 2 nd?
queda:

1
S=nR?+n(R2+d2> (1+——-—)

K

En el caso de una hipocicloide es la misma
con K negativa.

2.° Areas de las curvas llamadas: a) Ne-
froide; b) Cardioide; c) Hipocicloide de La
Hire, d) Hipocicloide de Steiner, y e) Astroi-
de (13).

Corresponden respectivamente a; K= 2; 1:
-2, —3y—4.

Por tanto, el area de una arcada compren-
dida entre la circunferencia base (de radio R")
ylacurva esla ultima expresion indicada de S,

2
parad= R,0sea:S= <3 + T) n R’ ycomo
son K lobulos o arcadas, sera:

2+3K)n-R°
En el caso de las epicicloides a esta can-
tidad habra que sumar el area del propio
circulo base que esn R'" = n K" R, resultando

S =1 (1 +K)(2+ K)-R" (14)

——

(13) Sobre estas curvas, ver referencias [1],[14].{19]
y {20].
(14) Esta expresion aparece en diversos tratados,

=omo por ejemplo en el de Brocard y Lemoine, que ci-
tamos en referencia bibliografica [4], tomo i11, pagina 259.
L reemos, sin embargo, haber llegado a ella por un ca-
nino muy sencillo, casi intuitivo.

(15) Estas curvas pueden obtenerse de muy diver-
as formas. En particular como curvas causticas por re-
exion o catacausticas (las causticas por refraccion se
aman también diacausticas). La importancia de las caus-
cas es grande en toda la fisica, aunque generalmente se
‘tudian mas en la dptica, Son el lugar geométrico de los
cos donde se concentra el calor o fa luz reflejada o

fractada por otra curva llamada «dirimante».

Asi tenemos que la caustica por reflexidn del circulo
va los rayos que parten de un punto de su circun-

encia es una cardioide que tiene por foco el centro de

« :ho circulo.

Pero, ademas, la caustica por reflexion de una cardioi-
para los rayos que parten de su punto de retroceso es
U a epicicloide de dos retrocesos (nefroide).

Fue J. Lemaire quien reunié en su obra «Hypocycloi-
s et épicycloides» las principales propiedades de és-
. No nos extenderemos mas, remitiendo al lector que

- See profundizar en estas materias a las referencias
L1 111],112] y [13],y sobre todo a los tomos Iy 11l de la
- ra de Brocard y Lemoyne, referencia (4].

< CPTIEMBRE 19892

Para las hipocicloides los valores de K son

K

=2

negativos.
En resumen, asi tenemos (15):
K Curva Longitud Area
2 | Nefroide (epicicloide
de 2 retrocesos) 24-R| 8 R?
1| Cardiode (epicicloide ' e
de 1 retroceso) 16-R16nR
2 | Hipocicloide de La Hi- 8.R 0
re (diametro doble)
3 | Hipocicloide de Steiner . ey
(de 3 retrocesos) 16-R}2n-R
4 | Astroide (hipocicloide ) '
de 4 retrocesos) | 24 R 61 AT
R = radio de la circunferencia movil («ruleta»).
R"= radio de la circunferencia fija («basen»).
K = RY/R en las epicicloides.
K = —R'/R en las hipocicloides.
L = Longitud total =8 - (1 + K) - R.
S =area total=n (1 4+ K) (2 + K) R2

L=24R

. S=

16 n R?

Fig. 9b.—Cardioide (Epicicloide de 1 retroceso).
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ENERGIA NECESARIA PARA
HACER RODAR UN BLOQUE

La experiencia nos ensefa que es mas ;
facil hacer rodas sobre una recta un circulo
que un cuadrado. Hacer rodar un exagono
exigird un esfuerzo intermedio.

Vamos a considerar la rodadura de unos
cuantos tipos de figuras sencillas, en las que

se confirman los resultados de dicha expe-
riencia.

1. Tridngulo cualquiera (figura 10)

La trayectoria de su centro de gravedad G
estara formada por arcos de circulo G, G/, G”,
G™.. En una vuelta completa del triangulo
habra recorrido, rodando, una longitud igual a
la suma de sus lados a+ b +c.

Si suponemos que el movimiento es lentoy
despreciamos las fuerzas de inercia, el traba-
jo a realizar sera el de:

1. Levantar el peso P del tridngulo- desge
G hasta G;, punto mas alto del arco GG’
2.° Lo mismo desde G'a G,y 3.° Lo mismo
desde G” a G,. Para los recorridos G; G, G, G”
y Gs G™ no hay que hacer esfuerzo alguno. El
tridngulo cae por su propio peso. Suponemos
que no.hay «rebote» ni recuperacion de ener-

Fig. 9d.—Hipocicloide de Steiner (tres retrocesos).

gia al caer. :
Como los desniveles son:
entre GyG,.... GA-GN ‘
entre G’y Gz..... GB—-GP ;

entreG"yGs.... GC—GM

(siendo M N P los pies de las perpendiculares :
trazadas desde G a los lados del triangulo, e' |
trabajo a realizar es:

P [(GA+ GB +GC)— (GM + GN + GP)]

Observamos que GA, GBy GC son las dos
Fig. 9e.~Astroide (Hipocicloide de 4 retrocesos). terceras partes de las longitudes de las me: :
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. dianas m,, myy me,y que GM, GN y GP son las
' terceras partes de las alturas ha, hyy he, res-
" pectivamente.

Sustituyendo valores y simplificando lle-

' gamos a obtener como promedio del trabajo a

- realizar por unidad de recorrido en la ro-
- dadura:

P -
0 2\ - .’_{_
( =) [V?.(b +c’)—a

+ V2 Fa)-b'+ 2@+ B¢ -

(e )

~siendo S el area del triangulo.

S =

En el caso de ser equilatero, a=b=c:

_af_4_V§_ P=02886-P.

,queda

2. Poligono regular de n lados (figura 11)

El trabajo para un «recorrido» rodando igual
al lado | del poligono es P- (R — apotema) =

i :P<R~Rcos l—)
i n

. - . .
Comol=2Rsen o el trabajo por unidad
!

de desplazamiento resulta ser:

1—cos i
P n P m

n
2sen —
n

Cuando n crece indefinidamente (circulo),
isulta nulo, como era de esperar.

¢ ZPTIEMBRE 1982

Damos un cuadro para distintos poligonos:

FIGURA n Trabajo/
unidad de longitud
Triangulo .......... 3 0,2886-P
Cuadrado.......... 4 0,2071-P
Pentagono......... 5 0,1625.P
Exagono........... 6 0,1340-P
Pentadecagono.... 15 0,0525.P
Circulo............. infinito 0,0000-P

3. Elipse de semiejesayb(a> b) (fig. 12)

Si L es sulongitud y P su peso, el trabajo
por unidad de desplazamiento en la rodadura
sera, como se evidencia observando la figura:

P-2(a—Db)
L

La longitud L se obtiene por medio de una
integral de tipo eliptico, que esta tabulada.

/////,.\\II_I‘(\ MURerrrAcs ROASEAZAZ A/ AN

l

Fig. 12,

Con suficiente aproximacion puede adop-
tarse la expresion:

L=n[—g—(a+b)— \/‘a"b]

Por tanto, el trabajo unitario buscado sera:
2 (a—Db) P

n[—i——(a=b)— V%]

Para el caso de ser a=b (circulo), claro,
resulta nulo.

Para a=2b.. 0,2063 P, y para a= 3b..
0,2983 - P, que difieren poco de los valores
que antes obtuvimos para el cuadrado y el

triangulo equilatero, respectivamente, del mis-
mo peso P,

(16)

(16) Expresidn que encontramos en «Notes y formu-
les de I'ingenieur», De Laharpe, tomo 1. A. Michel Ed. 21
ed. Paris, 19283, donde se da una tabla para diversos
valores de a y b. Para mas precisién sobre longitudes de

arcos de elipse ver el citado libro de Jahnke y Emde de
Tablas de Funciones.
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FUERZA PARA MOVER
UN BLOQUE (figura 13)

La fuerza F horizontal que seria preciso
aplicar en el centro de gravedad G de un blo-
que poligonal regular de n lados para mo-
verlo se deduciria de la igualdad:

I
F. apotema="P > 0 sea,

F.Rcos —2—-= P-Rsen ~;—,de donde

2a
R
F=k2aV

KUUUUUSINNNN A NN\ 777/ NN\ /7]

L2

P!
Fig. 13,

Supongamos que hubiese una corriente de
velocidad V uniforme en toda su altura y que
la fuerza hidrodinamica de la misma fuese
proporcional a su cuadrado y a la superficie
frontal sobre la que actta. Aunque esta Ultima
seriaigual a dos veces la apotema, si el nime-
ro de lados es par, e igual a la apotema mas el
radio, si fuese impar, tomaremos 2 R (y asi
ademas estaremos del lado de la seguridad)
para simplificar.

Asitendriamos: KV2-2 R = P tg —2—-

2P

Sustituyendo R= . ,Y ha-

y-n-sen

ciendo operaciones se despeja:

ve= Y PYR o\ [T
2K n 9 n

ANA

Para n= oo (circulo), V=0 como era de
esperar.

1 Py

in= 2 = —

Sin=4. V§, K 5

_ 1
ysin=6.. V= —— \/ QY .0,658

Esto nos indica que un bloque exagonal ini-
ciaria su movimiento en una corriente de ve-

locidad sélo del 0,658 =81 % de la velo-
cidad a que empezaria a moverse otro bloque
del mimo peso, pero cuadrado.

También nos indican las expresiones ante-
riores que si se trata de bloques semejantesy
del mismo material, para ser arrastrados, sus
pesos deben ser proporcionales a las cuartas
potencias de las velocidades.

Quiza sea exagerado tomar la resistencia
por unidad superficial proporcional al cuadra-
do V. Al no ser grandes las velocidades podria
tomarse dicha resistencia directamente pro-
porcional a V. Asi resultarian los pesos de los
bloques proporcionales a los cuadrados de V.
También podria adoptarse un término medio,
como por ejemplo tomar los P proporcionales
a los cubos de las V (17).

RODADURA O DESLIZAMIENTO
DE LOS CANTOS (figura 14)

Sean a y b los semiejes de la seccidn
(eliptica) de un canto rodado. Si ¢ es el angu-
lo de rozamiento del mismo sobre el lecho del

rio (horizontal), que suponemos constante,y F

(17) No pretendemos ni mucho menos con lo indica-
do explicar el movimiento de los bloques. Solamente a
titulo indicativo y haciendo hipétesis tan restrictivas que
no pueden cumplirse en la realidad, como es el supone:

que ruedan, sin deslizar, sobre un fondo plano, y consi-

derandolo solo en dos dimensiones, hemos tratado de:

aproximarnos un poco a interpretar lo que sucede. Para el
estudio serio del problema hay que considerar las resis-
tencias hidrodinamicas segun la forma del blogue; la dis:
tribucion de las velocidad en funcién de la profundidac;

los fenomenos de turbulencia, etc. Acerca de ello pueden
consultarse libros como los de J. C. Lebreton, «Dynami-
que fluviale», Eyrolles, Paris, 1974; A. J. Raudkivi, «Loos:?

Boundary Hydraulics», Pergamon Press, 19786; S. Leliavs-
ky, «Precis d'Hydraulique fluviale», Dunod, Paris, 1961;
Bernard Quesnel, «Traité d'Hidraulique fluviale appliquée 1,
Eyrolles, Paris; Ven-Te-Chow, «Open-Channel Hydraulics »,
McGraw-Hill, 1959, etcétera.

Estudios tedricos y experimentales mas recientes d3
estas cuestiones aparecen en los «Proceedings of th2
A.S.C.E»(American Society of the Civil Engineering) de la
serie HY, hidraulica, y de la WW, puertos.
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Fig. 14,

la resultante de las fuerzas hidrodinamicas, al
combinarse con el peso P, daran otra resul-
tante R que hararodar el bloque sdlo sipasa a
la derecha del punto de apoyo A. El equilibrio
en cada posicion tendré lugar cuando el an-
gulo de R con la vertical sea igual a o.

Pero es sabido que en una elipse el angulo
0 es minimo cuando la tg en su contorno y OA
corresponden a las direcciones de las diago-
nales del rectangulo circunscrito a la elipse, y
cuyos lados son paralelos a los ejes, o sea,

b
que O min= 2 arc tg e

Por tanto, no habra deslizamiento, sino ro-
dadura, si 0 min > tg o, 0 sea, si:

a®— b2 b o .
ol (tgep o - > tg 2W()

En caso contrario habra deslizamiento del
canto.

Por ejemplo, sia= 5y b= 4 para un coefi-
siente de rozamiento tg ¢ = 0,25, habra roda-
a’—b? 25— 16

2ab 2 5.4 _ 0225¢

lura, ya que

tg =025
Si para el mismo coeficiente de rozamiento

lese a= 5y b= 3, habria deslizamiento, ya
ue entonces:

25 -9

= 553 =0,5333>tg9p=0,25

Pensamos que la férmula (*) puede tener
ierto interés en las aplicaciones. Hay no obs-
inte que considerar sus limitaciones, de
cuerdo con las hipotesis, muy simplificadas,
‘ue han servido para deducirla.
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