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Métodos variacionales basados
en el teorema de la cota superior(!)

Por A. LUCENO y E. CASTILLO
Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos
Universidad de Santander

Algunos estudios realizados sobre la validez de varios métodos
variacionales para la resolucion de problemas de estabilidad en
mecanica del suelo han puesto de manifiesto la existencia de
importantes errores de planteamiento. Estos se deben, fundamen-
talmente, a la ausencia de un riguroso analisis matematico del
supuesto minimo absoluto del funcional planteado. No obstante,
dicho analisis, que envuelve consideraciones sobre la segunda
variacion del funcional, puede presentar serias dificultades e in-
cluso resultar inabordable.

En este trabajo se proponen los teoremas de limite como méto-
dos de definicion de funcionales de seguridad o de cargas apli-
cadas. Ello tiene la ventaja de que, cuando se verifican las condi-
ciones de aplicacion de dichos teoremas, esta asegurada no solo la
existencia de cota inferior o de cota superior del funcional, depen-
diendo del teorema que se aplique, sino tambien un significado
fisico coherente, Con esto el problema queda reducido al analisis de
la primera variacion del funcional. Este método es aplicable a todo
tipo de problemas de estabilidad en mecanica del suelo. En particu-
lar se aplica al problema de la estabilidad de taludes, definiendose
un funcional cociente de seguridad basado en el teorema de la cota
superior y obteniéndose el sistema de ecuaciones resultante de la
anulacion de su primera variacion.

INTRODUCCION

Durante los Gltimos diez anos ha sido frecuente encontrar, en las mas importantes revistas
y congresos internacionales, articulos en los que la técnica del calculo de variaciones se aplica a
la resolucién de problemas de estabilidad en mecénica del suelo y, en particular, al problema de
la estabilidad de taludes.

Todos los métodos propuestos se basan en la obtencion de un funcional y la busqueda de
su minimo absoluto. Sin embargo, debido al hecho de que todo minimo absoluto satisface «a
posteriori» las condiciones de minimo relativo, el problema ha sido hecho equivalente al de la
obtencién de estos minimos relativos mediante la anulacion de la primera variacion del funcional.

No obstante, merece la pena tener en cuenta que este planteamiento sélamente es
correcto si el minimo absoluto existe y que este minimo puede ser obtenido por anulacion de la
primera variacion del funcional solamente si son satisfechas ciertas condiciones de regularidad.
Por otra parte, el método puede resultar inGtil si el minimo absoluto del funcional carece de
significado fisico, atn en el caso de un correcto planteamiento matematico del problema. Por
consiguiente, la verificacion de estas hipdtesis implicitas debe ser comprobada para que el
planteamiento variacional pueda ser considerado correcto. El problema que surge, entonces, es
que la comprobacidon de tales hipdtesis suele presentar serias dificultades matematicas e
incluso llega frecuentemente a resultar inabordable; por tanto, seria de gran interes el definir el
funcional a minimizar de forma que: la existencia de su minimo absoluto, la posibilidad de la
obtencidn de este minimo por anulacion de su primera variacion y el correcto significado fisico de
la solucion asi obtenida estuviera asegurada «a priori». Una posibilidad de definicion de tales fun-
cionales es proporcionada por los teoremas de limite.

(1) Se admiten comentarios sobre el presente articulo, que pueden remitirse a la Redaccién de esta Revista hasta
el 30 de junio de 1983.
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En efecto, en las condiciones de validez de los teoremas de la cota superior o de la cota
inferior, la existencia del minimo o maximo absoluto del funcional esta asegurada. Ademas, dicho
minimo 0 méaximo es posible obtenerlo por anulacion de la primera variacidn del funcional si son
impuestas suficientes condiciones de regularidad a las funciones implicadas.

En lo que sigue, se analiza, a modo de ejemplo, el problema de la estabilidad de taludes,
definiéndose un funcional de seguridad basado en el teorema de la cota superior y obtenién-
dose, finalmente, el sistema de ecuaciones resultante de la anulacidon de su primera variacion. De

la resolucion de este sistema de ecuaciones pueden obtenerse las extremales del funcional
planteado y su minimo absoluto.

Otros posibles métodos de definicion de funcionales de este tipo pueden ser encontrados
en Castillo y Luceno (1980) o Lucefio (1979).

DEFINICION DE UN FUNCIONAL DE SEGURIDAD

Considérese el talud definido por la ecuacion analitica de su perfil ¥ (x), y constituido por un

material plastico perfecto coulombiano con parametros de resistencia interna Cy &, y ley de fujo
asociativa.

Supdngase ademas que dicho talud se encuentra, bajo la accidn del peso propio y de las
cargas, P(x), aplicadas sobre ¢l, en estado de equiiibrio limite con una linea de discontinuidad y(x)
que separa la zona rigida Il de la zona pléstica I, como indica la figura 1, y sean u(x, y), v(x, y) las
componentes horizontal y vertical de la velocidad de cada punto (x, y) de la masa plastica |.

Figura 1,

Las condiciones de compatibilidad cinematica del campo de velocidades (u, v) exigen que
se verifiquen, respectivamente, en el interior de la zona | v a lo largo de la linea de dis-
continuidad; y(x), las ecuaciones:

AVol= —send yma ;Y (X, V) €] (1]

ull

o= teb o YIxy(X]tal que xe[xo X)) (2]

donde A Vol es elincremento de volumen, Yuwa. = &, — £ha €8 €l incremento méximo de distorsion,

Ua, U, son las componentes, normal y tangencial a la linea de discontinuidad, del incremento de

velocidad, X, x: estdn dados en la figura 1 y &b, &%, son los incrementos principales de
deformamon plastica.
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mq

min max

Figura 2.—Circulo de Mohr de los incrementos de deformacion.

Es sabido (ver figura 2) que:

AVol = — (Uux+ v,)

(3]
Ymax = V(Ux = vy)? + (uy + vy)?
por lo que la ecuacion [1] se transforma en:
Uy + vy = send \/(ux—vy)’*-i-(uy-%vx)2 : Y (x, y)el o (4]
Ademas, de acuerdo con la figura 3, la ecuacién [2] se convierte en:
Vo _y=tge 1 » 5
S Ty e Y [x, y(X)] X [Xo, X1} | ' ‘ {81

donde u<0si1+y tgd) 0.

Por otra parte, la dlSIpaCIOH interna de energia por unidad de volumen enlazona plastlca g
viene dada por la ecuacion:

Di= C cos® Ymax (6]

que habida cuenta de [3] se transforma en:

D= C cos®d V (U= V)2 + (uy+v)2 ;Y (x yel (7]

mientras que dicha disipacion interna de energia en lalinea de discontinuidad y(x) esté dada por
la ecuacion:

D,=

dn : (8]

donde y = uy/dn es el mcremento de distorsidn debido al incremento de velocidad paralelo a la
linea de discontinuidad (U), supuesto unitorme en una franja plastica de espesor infinitesimal (dn),
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Un y{x)

Figura 3.—Campo de velocidades para la proximidad de la linea
de discontinuidad.

que, de acuerdo con la figura 3, da lugar a la siguiente expresion de la energia interna disipada,
por unidad de_ longitud, a lo largo de y(x):

D,=C cos®d V u?+v? (9]

Finalmente, el trabajo debido al peso propio, que es la Unica fuerza aplicada por unidad de
volumen en la zona |, viene dado por:
W, =—7v [10]

donde ¥ es el peso especifico unitario aplicado para provocar el estado de equilibrio limite; v el

trabajo, por unidad de abscisa, debido a las fuerzas, P(x), actuantes sobre el talud en dicho
estado, resulta ser:

Wp: Pv
en el supuesto de que dichas fuerzas sean exclusivamente verticales.

Procediendo a la igualacion, preconizada por el teorema de la cota superior, de |a energia
interna disipada en la zona plastica | y en la linea de discontinuidad y(x) con el trabajo total de las

fuerzas exteriores aplicadas resulta la siguiente ecuacion:
X1 _
_dx =f f Ccosd \[ (u,—vy)2+ (u,+ v,)? dy dx +
Yy X0 Y

X1 ¥(x) X
f f — ¥ vdydx + f Pv
X0 Wy(x) X0 {x)

x1
+f Ccosd \ uz+v2 V1+y2
X0

¥(x)

dx [11]

y

Si, en consonancia con lo anterior, se define el coeficiente de seguridad, F, por las
expresiones:

_ [12]
P=P.F

donde y es el peso especifico unitario real de la masa de suelo y P es la ley de cargas realmente
aplicadas sobre el talud, puede obtenerse a partir de [11] la siguiente expresidn:

x1 [TY(x) .
f Wy CCOS(I)V(U*_VY)2+(Uy+vx)2dydx+f Ccosd \[uZ+vZ \[T+y? \ dx
X0 X N y

x1 ("¥(x) 3
f f —yv dy dx + f Pv
xo ~y(x) X0

F=

[13]

dx
y
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que define un funcional de seguridad: Flx, x,, y(x), u(x, y), v(x, y)
las restricciones debidas a las condiciones de compatibilid
supuesto, es decir, las ecuaciones [4] y [5].

Por tanto, el problema de la determinacio

]. Dicho funcional esta sometido a
ad cinematica del campo de velocidad

n del coeficiente de seguridad del talud y su
campo de velocidades asociado, de acuerdo con las hipotesis realizadas, puede plantearse

como sigue: encontrar la extramal [x8, X%, Yo(X), Uo(X, ¥), Vo(X, ¥)] que proporciona el minimo va-
lor, Fs, del funcional cociente, F, definido por [13] con las condiciones [4] v [5).

PRIMERA VARIACION DEL FUNCIONAL

Puede demostrarse (Lucefio, 1979) que toda extremal que proporciona un minimo relativo,

Fs, débil o fuerte, al funcional, F, definido por [13] con las condiciones [4] y [5] proporciona al
menos un minimo relativo débil al funcional R(x, X Y(X), u(x, y), v(x, y)] definido por:

X1 (" 9(x)
R =f (C cosd V(u‘ = vy)?+ (u, + v,)? + Fopv] dydx +
X0

y(x)

X1 X1 [14]
+ ’:ﬁ C cos® Vu"+ v? V1 +y? dx+ ;f) — F.Pv dx
y ¥/X0 ¥ /%0

con las condiciones [4] y [5] y

RIX8, X9, yo(x), Uo(x, y), vo(x, y)] = O [15]
donde ’{ﬁ y“‘:ﬁ indican integrales curvilineas, respectivamente,alolargode ye yen los sentidos de
y yv*

giro indicados, y [x§, X9, yo(x), Uo(X, V), vo(X, V)] es la extremal buscada.-

La condicion [4] puede ser introducida en el funcional R mediante la técnica, utilizada
usualmente en los problemas isoperimétricos, basada en la idea de los multiplicadores de

Lagrange, mientras que la condicion [5] puede ser abordada directamente. Asi pues, el funcional
R se transforma en:

X1 (Ty(x)
R =L fym [(C cosd + & send) \(u, — v,)2+ (U, + v.)2 = A(uc+ vy) + Fsyv] dy dx +

X1 1 + y'2 im
+tﬁ - Cu —————dx+ — FsPvdx
v Jxo 14y tgd i

Q

[16]

con las condiciones (4], [5] y [15] vy siendo:

A= x(X, ) (17]
una funcién desconocida.

. Su primera variacion
funcionales Ry, Ry,
expresion{16].

puede obtenerse considerando el funcional R como suma de los
Rs definidos, respectivament », por la primera, segunday tercera integral de la

Es inmediato comprobar que el funcional Ri[Xo, X1, Y(X), u(x, y
sentido de Fréchet y se demuestra (ver apéndice 1)
variacion admisible de [xo, X1, y(x), u(x, y)

), v(x,y)] es diferenciable en el
que, siendo [ao, ar, wi(X), wa(X, ¥), wa(X, y)] una
»V(X,y)], la primera variacion de R, teniendo en cuenta la
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condicion 5], viene dada por la expresion:
e e e () - 3 ()] e [
() = (S oo o i - 52+
Al ey | R A (e R

x0

(,7r] y' - tg(l) _ d , ()r| _ (7r| @] +
v, 1+ vy tgd 1 T dx y v, v, cos’d (1 + vy tgd)”

+ /d + et - - j - ”
r S XT wpy v, v, J cos’d (1 + vy tgd)”

donde r, es la expresion subintegral de R,.

— Andlogamente, el funcional Ry,[x,, x, y(x), u[x, y(x)]] es diferenciable en el sentido de
Féchet y su primera variacion viene dada por;

(18]

X))

i ary ary d ar ary | Ar, e
R, = y,fiin / W { 2y + Uy 30 i < 0y >:| + wo N \ dx + o, 3y \m + o . [19]
donde r, es la expresion subintegral de R..
— Finalmente, la primera variacion del funcional R.{x., x,, vIx, y(x)]] se expresa por
x ory X
(SR:; = [OF dx + o - I [QO]
y R0 (7V %0

siendo ry la expresion subintegral de Ry,

— Ahora bien, por las propiedades de la suma de aplicaciones diferenciables se deduce

que R es diferenciable en el sentido de Fréchety su primera variacion puede obtenerse median-
te la formula: C

. SR =0R, + SR, + SRy [21]
que teniendo en cuenta [18], [19] y [20] da lugar a:

om= [ o | e (5] - (R + e [5-

s () = (oo ) f e )
G T [ R T B A
| +V(V Zﬁ‘ - g\?y) COS?(DULji-y'tg(D)? ] T [ gru Ty 33 - gL‘y *

, oy or y — tgd ( ors
+ <y v, o, ) T+ g0 :|\ dx + w; 3y +
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X1

+ « (l'g+ rz)

X0

X1

, (7r1 c7r1 u}
+ Y 3 -7y 2 ’ 2
av, v, CoS"d (1 + vy tgd)

[22]

X0

CONDICIONES NECESARIAS DE MINIMO

La primera condicidon necesaria de minimo rel

ativo del funcional auxiliar R exige la anula-
cién de su primera variacion:

JR=0 (23]
independientemente de la variacion admisible [ag. a;, wi(X), waAX, y), wa(X, y)] elegida.
Esta condicion conduce al siguiente sistema de ecuaciones (ver apéndice 2):

or 0 or, 0 ary \

du X < au. ) oy ( au, ) =0 [24]
V(x,y) €l

ar, el ary d ary \

ov dx ( av, ) Ay < vy ) =0 (25]

que son las ecuaciones diferenciables en derivadas parciales de u(x, y), v(x, y
tica I.

) en la zona plas-

2.
- ()l’] _ ()r|

= [26]
du, du,
YIx, Y(X)]; x € (X0, X))

_ ary ary ars
‘ — — = 27
OV v, av [27]

que son ecuaciones diferenciales ordinarias que se verifican en el perfil del talud V().

3.

ars ory ory . an or, y — tgd
- ’ ~ - ; 28
au Ty Jduy duy ( vy vy 1+ y tgd (28]
ora ors d ors ory ory u )
- —ry - — ’ - =0 29
oy Y Tou T T o (ay' - < e v, ) cos® (1+y tgd) 129l

Y[x, y(X)]; x € (xo, X1)

que son ecuaciones diferenciales ordinarias que se verifican en la linea de discontinuidad y(x).

. |
_ orp g ary u
" " — ’ - ‘ = O
(24 r3) + (y ”( ay T (y v, ov, ) c0S?h (1 +y tgd) | ° 150]
_ or, ar, or,
' 4 — " = 1
(rz+ 1)+ (y = v) ( y T <y v, ov, ) cos2b (1 +y 1) |o  ° 181)

que son ecuaciones puntuales que se verifican en x, y xo, respectivamente.
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Suponsr u(x,.‘,’) y v(z,¥)

Figura 4.
en la zona I
Calcular x,X, »yy(x)
de las ecuaciones (29),(30) y(51)
Es admitible
c
! el error cometido en SI aloular F_ de

todas las ecuaciones la ecuacién (15)

del sistema

Obtener U(x’y) ,V(X’Y) y

- \ (x,y) de las ecuaciones
(4),(5),(24),(25),(26),(27)
y (28) .

A este sistema deben afadirse las ecuaciones dadas por las condiciones [4], [5] y [15]. Con
ello, el problema de la determinacién del coeficiente de seguridad del talud y el campo de
velocidades asociado se transforma en la resolucion del sistema de ecuaciones: [4],[24] y [25] en
la zona plastica |; [26] y [27] en el perfil del talud; [5],[28] y [29] en la linea de discontinuidad; [30]

enx,, [31]enxoy[15],que eslaecuacion conlaque se determina el valor del coeficiente de segu-
ridad minimo F..

No es dificil imaginar un proceso numérico iterativo de busqueda de la solucién con ayuda

del ordenador. Un esquema simple de dicho proceso se representa en el organigrama de la fi-
gura 4.

CONSIDERACIONES SOBRE EL SISTEMA RESULTANTE PARA TERRENO HOMOGENEO

a) Elsistema[24]y [25] para este caso se reduce notablemente. En efecto, habida cuen-
ta de [16] se tiene:

ri=C cos® + A send) V(u,— v,)2+ (U, + v.)2— A (u,+ v,) + Feyv [(32]
1+y™?

== CU 400 [33]

ry=— FPv (34]
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y haciendo el cambio definido por:
§ =Ux—Vy
n =vetouy

y posteriormente llamando a

&
o= —

n
se tiene de [24] y [25]

Ax (p sen®d - 1) +p A, sSEND

1
\M-l-a? *

(@, — @ay)=0

(44

C cosd + \ send
(VTF o)’

P

Fsy — pA, send

1
1A\, [p send — 1+
V1+a? 1+ a?

C cosd + \ )
P > =eh (ac,+ay)=0
(V1T F+a?P

donde p = signo (n).
Pero puesto que en algun punto de la zona | puede ocurrir:
g7 0
n=2~0

es conveniente trabajar con la funcion 3 definida por:

!

A
/)_ ﬁ ) (/'_ 0)

=

obteniéndose entonces:
f

e

Ay (@ sen®d - 1) + 0O \,send

y
VT + 57
C cos®d + \ send

3y — B =
Viepp T

3 1
L + A, (@send ———+ 1| —
' 1+ B2

VT + 52
Ccosd + Asend

-0 T (B +48,) =

Fsy — O\csend

donde © = signo (&).

(35]

(36]

[37]

[38]

39]

[41]

[42]

Naturalmente es aconsejable usar las ecuaciones [37] y [38] cuando |of <1 y las ecua-

ciones [41] y [42] cuando|f < 1.
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b) En determinados casos, las funciones Ay A en la superficie libre del talud adoptan

formas sencillas. En efecto, las ecuaciones [26] y [27], teniendo en cuenta [35] vy [40], se
transforman en:

Y{O(C cos® + A send) — N \[1+ 52 |- O(C cosd + \ send) =0 [43]
¥ O(C cosd +\ send) f + O(C cosd + A send) + (A + F.P) Vi+p7 =0 [44]
En particular en los tramos horizontales del perfil del talud (y' = 0), resulta de (43] y [44]:
=0
[45]
V= © C cosd + F,P
a 14+ 0 send
y cuando no existen cargas aplicables sobre él (F;P = 0) se obtiene:
_ 2§
[= 1—y7
(46]
V= = © C cos®d
T 1+ e send

Las ecuaciones [43] y [44] se verifican en los puntos de la superficie libre de la zona |, es
decir, en todo [x, y(x)] tal que x € (xo, x,).

c) Para el caso de superficie libre horizontal se obtienen conocidos valores de la

pendiente de la linea de discontinuidad en los puntos de salida. Asi es, pues, laecuacion [28] con
los cambios de funcion [35] y [40] conduce a:

© cos®d . © cos®d (1 — f tgd) ?
(C+ Ag®) [1 T VaEge B tg(b)] ' [y VTT /7 —0cosd (f + tgd) ] =0 [47]

que debe verificarse en todos los puntos de la linea de discontinuidad, de donde:

. O cosd (1 — fitgd) a8
VT VT T2 — @cosd (f + igh) 48]
en todo punto [x, y(x)] tal que x € (xq, x1).
Ademas, si y'(x,) =0 se tiene, debido a [45]:

© cosd

yixi)= 1 — O send

con ®= + 1 en dicho punto. Esta pendiente coincide con el conocido valor cotg (n/4 — d/2). De
la misma manera cuando y'(xo) = O resulta y'(xo) = — cotg (n/4 + ®/2)con O = — 1,

OTROS FUNCIONALES

La hipotesis realizada sobre la existencia de la zona plastica |, que se extiende desde la
linea de discontinuidad y(x) hasta la superficie libre del talud y(x) no tiene por qué ser aceptable
para formas cualesquiera del perfil del talud. En consecuencia, cabe imaginar otros campos de
velocidades, como el dibujado en la figura 5, con dos zonas rigidas, Il y lll, y una zona plastica, I.

Este campo de velocidades admite un planteamiento similar al realizado para el mecanismo
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Figura 5.

de la figura 1; sin embargo, dada la forma de la linea de discontinuidad y(s) resulta necesario el
uso de representacion paramétrica, lo que no debe proporcionar mayor dificultad, puesto que,

precisamente, el calculo de variaciones ha alcanzado muchos de sus resultados mas impor-
tantes con el uso de dicha representacion.

Finalmente, cabe sefalar que puede pensarse en aplicaciones del modelo planteado a
todos los problemas de estabilidad en mecanica del suelo.

CONCLUSIONES

1. En este trabajo se proponen los teoremas de limite como método para definir

funcionales, bien de seguridad o bien de cargas aplicadas, ya que en este caso estd.asegurada la
existencia de su minimo (o maximo) absoluto.

2. En particular se define un funcional cociente de seguridad F basado en el teorema de
la cota superior y de aplicacion al estudio del-problema de la estabilidad de taludes.

3. A partir del funcional F se obtiene el funcional equivalente R que présenta una forma
mas adecuada para el célculo de su primera variacion SR. Una vez obtenida ésta;y.habida cuenta
de las condiciones de compatibilidad cinematica que se incluyen en la definicién de R, se
procede a su anulacion (JR = 0), con lo que se obtiene un sistema de ecuaciones (diferenciales
en derivadas parciales, diferenciales ordinarias y puntuales), cuya solucién constituye el campo
de velocidades y el coeficiente de seguridad asociados al mecanismo supuesto.

4. La busqueda de dicha solucidn puede ser abordada por procedimientos numéricos
iterativos. Sin embargo, a la vista del mismo sistema pueden deducirse ya algunas conclusiones;
entre ellas destaca que el valor de la pendiente resulta ser cotg (n/4 — ®/2) y cotg (n/4 + ®/2 en los

extremos superior e inferior respectivamente de la linea de deslizamiento cuando el perfil del
talud es horizontal en dichos puntos.

5. Finalmente cabe decir que el modelo propuesto puede generalizarse a otros campos

de velocidades que aparecen en la fase de colapso de los taludes, asi como a todo tipo de
problemas de estabilidad en mecanica del suelo.
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APENDICE 1

El funcional R,[xo, x:, y(x), u(x, y), v(x, y)] es diferenciable en el sentido de Fréchet, ya que

siendo [ao, ay, wi(X), wa(X, ), wa(x, y)] una variacidn admisible de [xo, x;, Y(X), u(x, ), v(x,y)], la primera
variacion de R, esta dada por la expresion:

Xyt ay v
f f M(X, Y, U+ w, v+ W, Uy 0z, V, + gy, Uy + wyy, v, + wy,) dy dx —
X y

otuag +

xy (Cy
—ff NX, Y, U, v, U v, Uy, vy) dydx = éRi+ 0 (|.]) (1.1)
X0 Yy

donder,esla expresion suintegral de R, que desarrollada en serie de Taylor se transforma en:

_ X1 'y 0r1 ‘ c7r| dn ()l’| (7['1 C)f]
0R.= J;OJ; <(ug 30 + ws v + woy . + w3, v + way e + wyy v, dy dx +

+ g) = I, dx [?2]
Y ¢/X0

Esta expresion de 0R, puede ponerse en la forma:
_ (M (7 or, 0 ar, d or,
ORi _LJ\; ;) [ ou X < ou, ) dy ( ou, )] *

ar, 0 ar, 0 ary \1) f“J‘V 1 0 or,
— — \ . —— o ———
+‘“3[ v Tox <avx > 3y (avy )]ydydx "o ) U (““ ou, T

c)rl 0 dn (7['| ixl
+ s o, > + 3y <(u2 3u, + w3 v, )I dy dx + A riw; dx (1.3]
a la que, supuestas ciertas condiciones de regularidad, puede aplicarse |a conocida formula de
Green:
(00 P gs . .
_— = 1.4
/ / ( S oy )dydx (P dx+ Qdy) [1.4]
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donde eslaregion de integracion y I' es su contorno, con lo que resulta;

o _ (7 a, 0 ar, d or, ory
OR. ~J“ s‘ ( “’L[ au X (ﬂm dy duy T ov

0 ary 0 ory | g ar, or,
Ox < v ) (}y ( (w\/\- >] \ dy dx + i ? - ((U;} ()Uy + w3 aVy ) dx +
(31‘1 (}r| \' M
+ [OR (}Ll\ + W, ()V\ dy \ T — Nw;y dx [1 5]

Ahora bien, puesto que debe verificarse |

a condicion [5] en la linea de discontinuidad, se
obtiene, por diferenciacidon de esta condicion, la siguiente relacion:

"—tgd u
y J [GR) +

T+y tgd cos'® (1 + vy  tgd)” Or o VIV X € Ixo, )] [1.6]

My =

que introducida en [1.5] conduce finalmente., mediante integracion por partes, a:

VA ar‘ d (]l'y ad C)ﬁ c7r1
iR, = . _ _ i
oR, fxu I {(L l: du X ( ou., dy au, + w3 | ——

v
0 C7l'| o (7I'1 - ) L0 ‘ _ ()l‘] C)ﬁ
T ox < v, ) B Ay ( av, >}$dy ox + T e (y ou, duy ) +

n - ()h _ c?r] /d +§M{ , ()f] (,)f] +
LT ws Y OV v, /i X To 7 y duy duy

(v or, _any y' —tgd B ; d . ory B or,
Y v, T ov, T+ytgd |~ ) ax |V o

vy
u i .o, B ar, u x
. < Cos?d (1 F v tgd)? ) + l‘]} i dx + w, <y v, v, > cos?d (1 + y'tg(b)2 %o [1.7]
. . Analogamente, el funcional Ra[xo, X1, y(x), u[x, y(x)]] es diferenciable en el sentido de
Frechet y su primera variacién viene dada por:
X1+
i X, y+tw,y+ O U,y + o)+ ws (X, y+ w)] dx —
Y ¥X0 + ap
X .
—j) r2 [X, ¥, ¥ ulx, y)] dx = 8Ra+ o (|| -|)) [1.8]
donde r; es la expresion subintegral de R,.
Desarrollando [1.8] en serie de Taylor, resulta:
ol ors ora 0 dra i
0R,= éo "(01 <—W+ Uy N >+w1 2y’ + wy N dx+a-rs . [1.9]
e integrando por partes se obtiene:
‘x1\ ors ors 0 C)l’g oro ) 6r2 x X1
= \ —_— - - twr = | +a-r 1.10
0R. gzo/(m[ay + uy 30 I 3y + wo e fdx w4 5y o T 2xo[ ]
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— Finalmente, la primera variacion del funcional Rs|xo, X1, V[x, ¥(x)] se expresa por:

| [1.11)
Y " ry(v+wsy) dx — rs (v) dx = SRy+ o0 (I 1)
v vReT a0 %
esto es:
. ()r;; X1
A T (1.12]
VA ()V x0
APENDICE 2

La primera condicidon necesaria de minimo relativo del funcional auxiliar R exige la anula-
cién de su primera variacion:

JR=0 [2.1]

independientemente de la variacion admisible [aq, a1, mi(X), wo(X, y). w4(x, ¥)] elegida.
Asi pues, si se elige, en particular, la siguiente variacion:

ap=a; =0

wy(x)=0 ; Vx e [xo,x)]
wiy(x,y) =0 X V(x,y) €|
wy(x,y) de clase C'en |y tal que: (2.2]

m;»[x‘ y(x)] = m;|[x, V(X)] =0

ar! 0 ()r| It} ()r1 _
ou X ( ou. > dy ( au, > =0 (2.3]

Analogamente, eligiendo la variacion:

resulta de [2.1] vy [2.2];

(,\’o:ﬂ’]:O

wi(x)=0 ; VX & [Xo, X4]
wy(x, y) =0 X vV (x,y) € |
ws(x, y) de clase C' en |y tal que: [2.4]

walX, Y(X)] = wa[X, ¥(x)] = 0

()r1 _ 0 ()I’] _ 0 ‘()F\ =0 : 55
ov ox \ ov, dy \ dv, | 2.5]

Con ello, la expresion [22] se transforma en:
X0 - ()r1 on - ory ()ﬁ ora
SR = S — . _ - '
oR gﬁ, [ w2 <y duy ouy ) T ws (y oV, ov, ov ]sdx-i—
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xx‘ oro ors o d ors . ory ory u
+ io ( W —_()y + Uy ——c)u I —d-x_ dy + ly v, v, cos?® (1 +y’ tgd)? +
ors o ary or ., ory or, y' — tgd
T [ au Y ou, duy + (y oV vy ) 14y tgd “dx%—

+ ars + (v or, _ or, u 1 NS
wH '—a‘—y,“ Yy v, 6vy COSQ(D“ +y'tg<b)2 + a (r2+13) o [2.6]

X0

Si ahora se elige como variacion admisible:

ao=a,=0
wi(x)=0 ; V x € [Xo, %]
walX,y)=0 : YV (x,y) € |
wa(X, y) de clase C, en | y tal que: [2.7]
we [X, Y (X)] =0, w2 [X, ¥ (X)]# O
resulta de [2.1] y [2.8]: or o,
u E—y-—=0 k [2.8]

y analogamente, con la variacion:

wi(x)=0 X V X € [Xo, X1]
walX, Y)=0 Y (x y)€E |
wy(x, y) de clase C' en | y tal que: [2.9]
walX, yX)] =0, walx, Y(x)]F 0
se obtiene:
dry  dry 0y -0 2.10]
v, vy ov

con lo que [2.6] se transforma en:

*1 orsp dry d orsy .o or, u
=P o, [ Ly, e, 9 (0 -
( R io (()l [ ()y + Uy ()U rl dx < (-)y > + (y ()V, a\/y ) COSQ(D (_1 + y/ tg(]))g ] +

ory ,oon on . on or, y — tgb }
+(")2[ au Y au, U, + (y oV, vy > 1+y'tg(b] dx +

Fo | L (2o 0 S . 2.11
YT Tay Y Tov, ovy ) cos?d (1 +y tgb)? ||, & (rz+1a) o [2.11]
Eligiendo ahora como variacion admisible:
p— @1 — o -
wi(X)=0 X V x € [Xo, X1]
wa(X, y) de clase C' en | tal que ws[x, y(x)] # O [2.12]
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que es compatible con [1.6], resulta de 2]y [2.11].

ory ., ory ory N ( ory  dry ) Yy~ tgd

u ty ou, Uy v, v, 1+ y tgd -

y con la variacion:
Qo=@ = 0
wi(x) de clase C' en [x,, x,] y tal que wi(Xo) = my(x,] =0

resulta de igual manea:

dx | dy’

dra dra d ary . adry ar, u _
dy A ke [ +<y ) ]—O

ov, v, cos’d (1 + y tgd)”

Con ello [2.11] se reduce a:

X1

SR = ar, + [y ar, B ar u :
- ay’ y ov, v, cos?d (14 y’ tgd)? @ {r:+r)

Ademads, como en el contorno deben verificarse las condiciones:

70

se deduce:

con lo que eligiendo la variacion admisible:

ag=0 o F0
se.obtiene de [2.1] y [2.16]:

— ors .o or
(rz+r3)—(y-y)[ ( ‘ :

u
N . o, ) cos™® (1+y igd)? ] L“O

y, finalmente, con la variacién: )

Yo # 0 ) a, = O
resulta:
- ()l’g , arl ()I'] u =
(ratra) = (¥ —y) [ oy’ + (y oV, v, > COS*D (1 + y’ tgd)? ] X0 =0
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