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Slmetrla y Ornamentacmn en eI Plano®

Por VALERIANO ZORIO BLANCO

: . Dr. Ingeniero dé Caminos.
Licenciado en Ciencias Matematicas.

El concepto de s:metna es muy ;mportante en Ia naturaleza y en
el arte. En el presente trabajo pretendemos estudiar matematicamente
la simetria de los motivos ornamentales y su repeticién en el plano.
El lenguaje adecuado es la estructura-de grupo, tanto para el estudio
de la simetria de un motivo ornamental, como para el estudio de las
redes u ordenaciones homogéneas de distribucién en el plano.

1. CONGRUENCIAS. CONGRUENCIAS

DE UNA FIGURA

Sabemos que una congruencia (en el plano
o en el espacio) es una transformacion_que
conserva las distancias entre puntos 6 lo que
es igual los modulos de los vectores. ‘Existen
dos tipos de congruenmas tanto en el plano co-
mo en el espacio que se denominan directas e
inversas. Las congruencias directas conservan
la orientacion de las figuras, las congruencias
inversas la cambian.

Dos figuras F, F’ se llaman congruentes (di-
recta 6 mversamente) si se corresponden en
una congruencia.

Si dos figuras son directamente congruentes
pueden llevarse a coincidir medlante un mMovi-
miento (fig. -1).

Si dos flguras son inversamente congruentes
no es posible llevarlos a coincidir mediante un
movimiento en el plano. La coincidencia sélo
es posible mediante un movimiento en el es-
pacio. Esto se puede apreciar en las flguras
ABCD y A'B’C'D’ (fig. 2). '

El conjunto de todas las congruencuas (direc-

_ tas e inversas) del plano forman un grupo, del
cual el conjunto de las congruencias ‘directas

es un subgrupo. El grupo de las congruencias

es |nf|n|to en el sentido’ de que eX|sten lnflm-v_

{*) Se admiten comentanos sobre el prosente artlculo que podran

~ remitirse a fa Redaccién de esta Revista hasta el 30.de octubre de 1989.

JULIO - AGOSTO 1989 - .- . .

tas congruencias. Anadlogamente ocurre con el
grupo de las congruencias directas.

(Qué es lo que se llama Congruencia de
una figura F? La respuesta es «una congruen-
cia respecto de la cual es-invariante la figura F».

Dentro del grupo de congruencias del plano
tienen especial importancia los subgrupos fini-
tos, es decir que constan de un-namero finito
de congruencias. Estos subgrupos finitos estan
asociados a figuras geométricas regulares muy
sencillas. Sus elementos son congruencias de

Figura 2
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estas figuras geométricas en el sentido que
hemos definido mas. arnba

2. CONCEPTOS DE SIMETRIA

Una simetria respecto de una recta r es la
transformacién plana (fig. 3) tal que el ho-
moélogo de cada punto M se obtiene llevando
sobre la perpendicular MQ a r una longitud
QM’ = MQ. La simetria de recta es una con-
gruencia inversa. Decimos que una figura F es
simétrica respecto de una recta r (fig. 4) cuan-
do al trazar la perpendicular a r por cualquier
punto A de la figura y llevar a partir del pie P

una longitud PA’ = AP resulta que el punto A’
pertenece a la figura F.

Podemos decir que una figura F es simétri-
ca respecto de una recta r cuando es invarian-
te respecto a la congruencia inversa «simetia de
r» 6 dicho de otra manera cuando la simetria
de eje r es una congruencia de r.

Simetria respecto de un punto O es la trans-
formacién plana (fig. 5) tal que el homélogo de

M:
Figura 5

cada punto M se obtiene llevando sobre la recta
MO una longitud OM’ = MO. La simetria de
punto es una congruencia directa.

Decimos que una figura F tiene at punto )
(fig. 6) como centro de simetria, si al unir un

~ Figura 6

punto A cUaiqU|era de la figura con Oy llevar

OA = AOQ el punto A’ también pertenece ala ‘
flgura

,,,,,

tiea r&cpecto» de un punto 0 cuando es mvanantek b

lrespecto a.la congruencia dtrecta ‘«simetria de" "
. centro. O» 6-sea ¢uando la «s&metria de centm.-.

O» es una congruencla de-F. - '

De esta manera hemos establecldo en terml-

N
“
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Figura 7 Figura 8

nos de congruencia las definiciones de Sime-
tria de recta y punto que se conocen en la geo-
metria elemental. '

Observemos que las figuras con simetria de
recta o de punto acusan una cierta regularidad
de forma. El concepto de SIMETRIA es preci-
samente el concepto de regularidad de forma
de las figuras. Existen distintos grados de re-
gularidad en las figuras y por tanto de simetria.
Las figuras 7, 8, 9, y 10 son simétricas pero evi-

dentemente las figuras 7 y 9 tienen simetria me-

nos fuerte que las otras y a su vez tiene mas
simetria la figura 10 que la figura 8.

Analicemos cada una de estas figuras.
La figura 7 tiene simetria respecto del eje r.

La figura 8 tiene simetria respecto de los ejes
s, , p, y q; y respecto del punto O.

La figura 9 s6lo tiene simetria respecto del
ejer.

La figura 10 tiene simetria respecto del pun-
to O y respecto de los seis ejesr, p, Q, S, t, .

En la figura 11 representamos un paralelégra-
mo que tiene solamente centro de simetria y
es invariante respecto de una rotacion de cen-
tro O y angulo 180°. En general toda figura que
posea centro de simetria es invariante respec-
to de alguna rotacion, por ejemplo el cuadra-
do de la figura 8 es invariante respecto de las

Figura 11
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'Figura 10

’Fig_ufa 9, -

rotaciones de centro O y éngulos de 90° 180°
270° y 360°.

Las rotaciones son congruencuas dlrectas |ue—
go entre las congruencias de una figura con
centro de 'simetria figuran las rotaciones.

El estudio de las congruencias de una flgura
nos servira para sistematizar los tipos de sime-
tria.

3. SUBGRUPOS FINITOS DEL GRUPO
DE CONGRUENCIAS DIRECTAS
CONSTITUIDOS POR GIROS

El producto de dos giros sélo es un giro
cuando aquellos tienen el mismo centro. Esto
se demuestra haciendo uso de los nimeros com-
plejos. La transformacion p—a = (z— ale ¢°
es el giro de centro o y angulo ¢. El producto
de dos transformaciones de este tipo solamente
es un giro cuando los centros coinciden. Es evi-
dente que el producto de dos giros del mismo
centro es otro giro del mismo centro cuyo an-
gulo es la suma de los angulos de aquellos.

Los giros de centro un punto del plano y de
angulos 0, gﬁz 2 X gnl e n=1) % 2—n7£for-
man un subgrupo que designamos por Cn,
cualquiera que sea n. La demostracion es in-
medlata \

- Todos los grupos flmtos formados por giros
son de este tipo.

Todo grupo finito es ciclico (generado como
potencias de uno de sus elementos) 6 se com-
pone de subgrupos ciclicos. Se da el primer
caso cuando el nimero de elementos que lo
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componen es primo; se da el segundo caso
cuando no lo es, en cuyo caso a cada divisor
corresponde un. subgrupo ciclico.

Todos los grupos ciclicos son del tipo Cn. Si
={l S, §%.

mética del tipo O, Kg, 2Kg, ... (h—1) KB siendo
_2T7 .

e . (h=1) k

un sistema completo de nimeros incongruen-
tes mddulo h, ya que h y k son primos entre si.
Los grupos C_ tienen una importancia espe-
cial-a efectos de simetria. Estan ligados a los
poligonos regulares de n lados a los que dejan
invariantes, es decir los elementos de C, son
congruencias de tales poligonos.

En la figura 12 representamos un poligono re-
gular y los angulos de C, su grupo de con-
gruencias. _ ’

yz?Chporsero k, 2k,

Figura 12

4. SUBGRUPOS FINITOS DEL GRUPO
DE CONGRUENCIAS DIRECTAS E
INVERSAS CONSTITUIDOS POR
GIROS Y SIMETRIAS DE RECTA

Dado un grupo de congruenmas las con-
gruencias directas del mismo constltuyen un
subgrupo.

Dado un grupo finito constituido por giros y

556

. Sh=1/Sh=| } es un grupo -
0|cI|co, los éngulos forman: una progresion arit-

simetrias de recta, los giros del mismo, por ser
congruencnas directas, forman un subgrupo que
serd un C_. Puesto que el producto de dos si-
metrias es un giro del grupo, todos los ejes de
simetria han de pasar por el centro de giro.

'Hemos visto en el apartado anterior que a
cada C, se asocia un poligono regular de n la-

dos cuyo centro es el centro de giro. Si a los

giros que componen C,_ afiadimos las simetrias
de recta que resultan de unir el centro O con
vértices y puntos medios de los lados del poli-
gono (fig. 13) obtenemos un sobregrupo de
C, que designamos D_. La comprobacién de
que D, es un grupo es inmediata.

Figura 13

Los dnicos grupos que existen contituidos
por giros y simetrias de recta son los D,. En

. efecto, cualquier eje de simetria formara un 4n-

gulo 3 con el eje correspondiente a un vér-
tice del poligono y ha'de verificarse 2 8 = K «

(a = g—"r) 6seaf=Kxg, ya que el producto
de dos simetrias de recta es un giro de angulo

doble del que forman las rectas y ha de ser un

giro de C, (angulo ka). Cualquiera que sea el
entero k el eje de simetria es uno de los cita-
dos. Respecto a los grupos D_ los poligonos
regulares son invariantes, es decir los elemen-
Itos de D, son congruencias del poligono regu-
ar.

5. TIPOS DE SIMETRIA DE UNA
- FIGURA PLANA

Los grupos finitos C, D_, nos definen los
distintos tipos de simetria de las figuras. Sea
¢ un grupo finito C, 6 D,.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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D3 _. D,

Figura 14

Definicion.— . Se dice que el grupo finito D)

aplicado en el centro de gravedad de una figu- .

ra F es grupo de congruencia de F si F es
invariante respecto a todos los elementos del
grupo 4.

Definicién 2.— Se dice que una figura F po-
see simetria del tipo 3, si § es un grupo de
congruencia de F. » :

Nota.— Puede ocurrir que una figura posea

'méas de un tipo de simetria. Por ejemplo, si po--

see el tipo C,; también poseera C, y C,; ade-
mas todas las figuras poseen la simetria -C,.

- Se sobreentiende que cuando hablamos del ti-

po de simetria de una figura nos referimos al
tipo de mayor subindice posible. (En el ejem-
plo que acabamos de citar 4 y 2 son divisores
de 8 y en todo grupo finito ciclico existen sub-

grupo de orden los divisores del orden del gru- -

po. Es decir es un caso de una propiedad ge-

neral). , ,

En la figura 14 indicamos varias figuras con
el tipo de simetria correspondiente.

6. SIMETRIA DE REDES PLANAS

Es frecuente la distribucion regular en un pla-
no a efectos decorativos de un motivo orna-
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Figura 15

¥y
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e

Figura 16
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mental con simetria o no (una flor, un d|bu10
geométrico, etc.). :

Existen dlversos ‘modos de repetlr con regu-

laridad un motivo ornamental para producir un

efecto estetlco

El motlvo repetido en la figura 15 no tlene si-
metria 6 lo que es lo mismo tiene la minima si-
metria C,, mientras que el motivo que se repi-
te en la figura 16 tiene una simetria elevada de
tipo D.. Sin embargo.las figuras 15 y 16 tie-
nen Ia misma ordenacién en el plano de sus
motivos correspondientes.

~ Por el contrariolas figuras 17 y 18 repiten el
- mismo motivo ornamental con dlSpOSlClon di-
ferente :

-

‘Figura 17

. Figura 18

Es decir existe una simetria de ordenacion en
el plano ademas de la simetria de- motivo or-
namental. Si se ponen de acuerdo ambas si-
metrias tendremos la simetria de ornamentacion
plana. Hemos estudiado en el apartado 5 la si-
metria de figuras 6 sea la de los motivos orna-
mentales posibles. Hemos caracterizado los ti-

/558

Figura 19

pos de simetria de flguras conocidos ya por
Leonardo da Vinci, por medio de los grupos fi-
nitos C, C,... C....; D, D,... D,.

Ahora vamos a estudlar Ia SImetrla de orde-
nacién en el plano.

Una ordenacién viene caracterizada por uha
red de puntos (fig. 19) que est4 completamen-
te determinada por el elemento basico 6 malla
(f|g 20). Algo asi como el médulo 6 pieza ba-
sica (loseta) para llenar el plano.

Supongamos al plano de extension indefini-
da ocupado por una red de puntos con una
malla determinada. Cada punto de la red es in-
distingible de los demés. Un observador tendria
la misma vision de la red cualquiera que sea el
punto desde el que la observe.

Si tomamos como referencna de coordenadas

(fig. 21) R={ 0; e, e, } resulta que los

vértices de la red’ tlenen coordenadas enteras.
O sea cualquier punto M de la red tendra de
coordenadas (p,q) tales que p,q € Z. Inversa-

/7]

Figura 20
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~ Figura 2

mente, todos los puntos de coordenadas ente-
ras pertenecen a la red.

Esta claro que la red es invariante respecto
del grupo de traslaciones. . ' '

G,=t={me,+n e; mn el )
(Z = conjunto de numeros enteros).

Si observamos las redes de la figura 22 apre-
ciamos que tienen diferente grado de simetria.
A simple vista nos parece que la red c) tiene
una regularidad mas compleja que la red b) y
esta que la a). Para dar precision a estas ideas
hemos de acudir al lenguaje de la teoria de gru-
pos finitos. '

"Los vértices de las redes son centros de si-
metria de las mismas. Los vértices de la red a)
tienen la simetria C,, los vértices de la red b)
tienen la simetria D,, y los vértices de la red
c) tienen la simetria D,. Ahora bien existe so6lo
un namero finito de redes posibles como va-
mos a ju_stiﬁcar en el apartado siguiente.

7. SIMETRIAS DE FIGURAS ,
COMPATIBLES CON UNA RED
‘DE PUNTOS :

Vamos a demostiar que los (nicos tipos de
simetria compatibles con una disposicon. de
puntos en red son C, D, in=1, 2, 3, 4, 6).

Sea O un vértice de la red que suponemos
tiene fa simetria C, 6 D,. Si A, (fig. 23) es el
vértice mas proximo a O, los puntos A, A,...
A, tales que resultan de girar A, alrededor de

O angulos gﬂ, 2.2 T.
. n n

. (n—=1) 2675 pertene-

ceran también a la red por la hipétesis de que
O tiene la simetria C_ 6 D,. Dentro del circulo
circunscrito al poligono regular de n lados no
puede haber ningan punto de la red pues los
vértices del poligono son los puntos de la red
maés proximos a O. Si consideramos aplicado

: - -
en O el vertor OP equipolente a A A, resultara
que P es otro punto de la red; para que es-.
te punto se encuentre fuera del circulo ha de
ser OP > R 6 bien |, > R observemos que |,
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es el lado del poligono regular de ni'lados y para : |
que |, > R ha de ser n < 6 pues I, = R.
‘También P puede pertenecer a la circunferencia. - G,
- Las dnicas simetrias posibles en principio son ’
Cnl Dn' (n = 1! 2:» 3: 4: 51 Y 6)' . ) ‘

Todavia se produce una reduccién pues el an- Fig. 25.—Malla: Paralelogramo cualquiera.
gulo girado ha de ser submiltiplo de 180° {fig.
24), ya que si los puntos O, A, pertenecen a
la red también pertenece el punto A, simétri-
co de A, respecto de O. Es decir n = 2K

Fig. 26.—Malla: Rectangulo.

Ay

Figura 24

Valores de ' n =2 Simetria Angulos de giro

n=0  C,D, 0° o
n=2 C, D, 0° 180°
n=4 C., D, 0° 90°, 180°,

S 270° ,
0=6 . C,D, 0° 120° 240°:

C, D, - 0° 60° 120°
180°, 240°, 300°

Resumiendo, las unicas posibles simetrias de la
red en sus vértices son:

C, CC,C,C,
D, D, D, D, D,

o0 lo que es lo mismo los vértices sélo pueden
ser polos de 6rdenes 1, 2, 3, 4 y 6 {Denomina-
mos polo de orden n de una figura un punto
O tal que tiene la simetria C,).

8. TIPOS DE REDES PLANAS

A continuaci6n dibujamos los tipos de redes
destacando la correspondiente malla. A la de-
recha de cada una se indican las simetrias de Fig. 29: Malla: Rombo de diagonal igual al lado.
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sus vértices resaltando en un recuadro la espe-
cifica de la red que comprende a las demas.

9. GRUPO DE CONGRUENCIA DE ‘UNA
FIGURA. GRUPO DE CONGRUENCIA
DE UNA RED '

Hay una propiedad general que nos dice que
las congruencias de una gigura forman grupo.
Veamos que cumple las condiciones:

a) El producto de congruencias es ley de
composicion interna. _

Esta propiedad se cumple puesto que el pro-
ducto de dos congruencias que dejan invariante
una figura también tiene esta propiedad.

b) Tiene la propiedad asociativa.

- Esta propiedad se da con caracter general en
todas las congruencias no solo en las que de-
jan invariante una figura.

c) Tiene elemento neutro.

Puesto que la transformacion idéntica es con--

gruencia de cualquier figura.
d) Cada elemento tiene su inverso.

_Si una congruencia deja invariante una figu-
ra, su inversa también. '

Hemos visto que los grupos C, y D, carac-
terizan las simetrias en el plano. '

En el apartado anterior hemos comprobado
que sblo existen cinco tipos de redes de pun-
tos que tienen simetria de los tipos C, 6 D,
en sus vértices. Estas redes no sélo son inva-
riantes con relacion a los respectivos C, 6 D,

sino también a otras congruencias. Por ejem-

plo son invariantes respecto a las traslaciones
indicadas en el apartado 6, y ademas tienen las
congruencias que citamos a continuacion.

Malla paralelégramo
Congruencias ‘C, en los centros de los para-
lelogramos y en los centros de los lados.

Malla rectangulo

~ -Congruencias D, en los centros de los rec-
tangulos, y en los centros de los lados.-

JULIO - AGOSTO 1989

Malla rombo

Congruencias D, en los centros de los rom-
bos.

Deslizamientos respecto a las rectas que
unen puntos medios de lados concurrentes de
cada rombo. (Recuérdese que deslizamiento es
la simetria de recta seguida de traslacion para-
lela al eje de simetria).

Malla cuadrado -

Congruencias D, en los centros de los cua-
drados.

Congruencias D, en los centros de los lados.

Deslizamientos respecto a las rectas que
unen puntos medios de los lados concurrentes
de cada cuadrado.

Malla rombo con diagonal igual al lado

Cada rombo esta formado ‘por dos triangu-
los equilateros con un lado comun. En los cen-
tros de estos tridngulos equilateros congruen-

cias D,.

En los puntos medios de los lados de los
triangulos equilateros congruencias D,.

Deslizamientos respecto a las rectas que unen
los puntos medios de los lados de los tridngu-
los. »

Los subgrupos de congruencias C 6 D,
(n=1, 2, 3, 4y 6) situados en puntos repre-
sentativos tal como acabamos de describir, jun-
to con el subgrupo de las traslaciones de la red,
y los deslizamientos, nos dan una idea mas -
exacta de la simetria de las redes de puntos,
que el grupo de sus congruencias.

Observemos que los subgrupos tipicos des-
critos no son disjuntos, pues algunas congruen-
cias son compartidas. Ademds estos subgrupos
tampoco cubren el grupo de las congruencias -
de la red pues los deslizamientos quedan fue-

‘ra de los mismos.

10. SIMETRIA DE _ORIA\IVI‘;\MENTACION

Vamos a estudiar las redes planas con figu-
ras, que tienen simetria compatible con la red,

-situadas en cada uno-de sus vértices. ' -

<
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i j‘- <’:  3
’:u A\ ‘

Figura 31

Comparamos las figuras 30 y 31 y observa-
_mos dos tipos de ornamentacién que son esen-

cialmente iguales tanto desde el punto de vista -
de la regularidad de ordenacion de los motivos

en el plano como desde el punto de vista de
la regularidad del motive mismo. Es decir, una
red cuadrada define la ordenacién en ambas fi-
guras, y una misma simetria D, tienen los mo-
tivos ornamentales de ambas, Decnmos por ello
que las figuras 35 y 36 tienen la misma sime-
tria de ornamentacion.

Las figuras 30 y 31.son invariantes para cada

una de las operaciones de D, en cualquiera de
sus vértices; y también son mvanantes para ca-
da una de las traslaciones del grupo que defi-
ne la red. Ademés son invariantes respecto a
los D, situados en los centros de los cuadra-
dos, respecto a los D, situados en los puntos
medios de los lados, y respecto a los desliza-
mientos de ejes las rectas que unen los pun-
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" Figura 33

tos medios de los lados concurrentes de los
cuadrados y de traslacién igual a la mitad de

' Ia dlagonal del cuadrado de malla.

'La simetria caractenstlca (de maximo orden)

'de 1a malla cuadrada es la D,.

Hemos visto que existen dos familias de cen-
tros cuaternarios que equivale simplemente a
llenar el plano con uno u otro tipo de loseta
que se indican en las figs. 32 y 33. Cada lose-
ta tiene simetria D,.

Las losetas que corresponden a la simetria
D, en los centros de los lados de la malla cua-
drada se ven en la figura 34 (puntos medios de
lados verticales) y figura 35 (puntos medios de
lados horizontales).

Como vemos estas losetas tienen simetria
D, y sélo de su yuxtaposncmn resulta una si-
metria de orden superior.

. Igualmente en la figura 36 se destacan los
ejes de deslizamiento. - .
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Figura 36 ‘

Hemos analizado la simetria de ornamenta-
cion correspondiente a una-red de puntos de
malla cuadrada con motivos ornamentales- en
los vértices de la maxima simetria compatible
con la red, esto es D,. La ornamentacion exa-
minada puede concebirse como el problema ‘de
lienar el plano con losetas iguales de modo que

JULIO - AGOSTO 1989

se produzca la repeticion homogénea de un
mismo motivo ornamental.

Existen infinitas figuras con simetria D, que
podriamos colocar en los vértices de la red cua-
drada pero todas darian lugar al mismo tipo de
ornamentaciéon que hemos analizado y que que-
da caracterizada por las congruencias respec-
to de las cuales es invariante. S

(Cuéntos tipos de simetria de ornamentacion

~ son posibles? A simple vista parece que son

diez segin hemos determinado en el apartado 7.

Realmente son mas segln veremos, pues al-
gunas de las alli consideradas se desdoblan en
otras con diferentes simetrias secundarias 6 con
deslizamientos. . ~

1. "i'IPOS DIFERENTES DE SIMETRIA DE
ORNAMENTACION EN EL PLANO

Desde tiempos antiguos han aparecido en las
manifestaciones artisticas distintos tipos de or-_
namentaciones planas, caracterizadas por la re-
peticién regular de un motivo. Sin embargo,

- hasta época reciente no ha sido sistematizado
%" el estudio de estas simetrias. En 1924 George

Polya demostr6 que sélo existen 17 grupos de
ornamentacion a los cuales se reducen los de-
més. Polya naci6 en Budapest en 1887, estu-
di6 en la universidad de su ciudad natal.y en
las de Viena, Gotinga y- Paris, posteriormente
fue profesor en Zurich y en la universidad. de
Stanford (California). En una carta de 1924 se
contiene € articulo «Uber die Analogie der Kris--

tallsymmetrie in der Ebene» (sobre la analogia

de la simetria cristalina en el plano) {in Zeitschr.
f. Kristallographie 60, pag. 278-282). .En este ar-
ticulo estan. razonados los 17 grupos conservan-
dose un modelo de cada uno de ellos, algunos
originales del autor y otros tomados de diferen-
tes manifestaciones artisticas.

También existe otro articulo de la misma fe-
cha de Paul Niggli, profesor de la universidad
de Tubinga, el cual no he podido conseguir.
Niggli llega al mismo resultado .que Polya.

.-Parece ser que Polya y Niggli redescubrieron

_ lo que ya era conocido en 1891 por el cristal6-

grafo ruso Fedorov. Este habia sefialado que C.

- Jordan habia descrito en 1869 a 16 de los 17
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grupos,.y a su vez el que se faltaba a Jordan
fue reconocido por L. Sohncke en 1874 el cual
qgnoré tres de los restantes grupos.

Los distintos tipos de formas cristalinas cons-

tituyen también -un problema de disposici6n si-
métrica de la materia en el espacio. Se ha de- -
mostrado que sélo pueden existir 230 formas -
. cristalogréficas. Obras maestras a este respec-

to, con'una gran aridez, por supuesto, fueron:

1. Kristalisystem und Kristalistruktur (Siste-
mas y estructuras cnstalmos) (Leipzig
1891 por Schénflies).

2. Geometrische Kristallographie des Dis-
' continuums.

(Cristalografia’ geometrlca del discontinuo).
(Leipzig 1919 por Paul nggll)

Los tipos de ornamentamon plana se cono-
cian en el arte egipcio asi como en el arte mu-,
sulman. La Alhambra de Granada (siglo XliI)
marca el momento culminante de la actividad
decorativa de llenar planos con disefios que se
repiten. En este monumento se encuentran re-
presentados los 17 grupos. La realidad del arte
se adelanto al lenguaje matemético idéneo.

Al contrario ocurre con la ornamentacion es-
pacial, es decir con las estructuras cristalinas.
Algunas formas cristalinas son adoptadas por
muchos minerales, otras lo son por escaso nu-

- mero, e incluso para alguna forma de desco-

noce la existencia de mineral que la adopte.
Aqui el conocimiento teorlco se adelanto al co-
nocimiento real.

Finalmente’ mencionaremos a un artista mo-
derno, el holandés Maurits ESCHER (1898-1972)

que representd con diversas figuras animadas

(angeles campesinos, caballo, jinete, escaraba-
1051 etc.) modelos i mgemosos de los 17 grupos.

12. LOS 17 GRUPOS DE
.- ORNAMENTACION

A continuacién vamos a representar los 17

~grupos de ornamentacién destacando sus con-

gruencias. Reproducimos algunas manifestacio-
nes artisticas en donde puede apreciarse la uni-

dad esencial del grupo dentro de la diversidad

»de motivos.
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Figura 39

1er grupo: Slmetna C, en una red oblicua
cualquiera. Viene representado en la figura 37.

En la figura 38 hemos representado el mo-
delo del articulo de Polya. A su vez en la figu-
ra 39 correspondiente a un disefio de Escher

utilizando la técnica del contracambio hemos
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- Figura 41 -

destacado la posible red oblicua igual que en
el disefio de Polya.
;Qué tiene en comun ornamentaciones tas

dispares como las que hemos representado en
las anteriores figuras y en las figuras 40 y 41?7

~ Simplemente que son invariantes respecto a las

traslaciones de una red oblicua sin tener otras
congruencias. -
La figura 40 representa figuras duales pez-

Figura 42 -
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Figura 44

rana que llenan el plano. En la figura 41 el ar-
tista japonés Michio Kubo utilizé la misma téc- .
nica de contorno y contracontorno que es muy
antigua en las manifestaciones artisticas y lle-
g6 al maximo desarrollo con Escher.

2.° grupo: Simetria C, en una red oblicua
cualquiera. Viene representada en la figura 42.

En la figura 43 reproducimos un disefio de
Polya. La figura 44 representa un motivo orna-
mental de una tumba de Tebas. :

Todas estas ornamentaciones tan dispares
tienen en comin que son invariantes respecto
a los grupos C, situados en los vértices en los

‘centros de los paralelégramos y en los centros

de los lados. :

Aunque no se mencione todos los grupos
son invariantes respecto a las traslaciones de
la red. ‘ , :

-3¢ grupo: Simetria C, en una red de rom-
bos de &4ngulos 60° y 120° (6 sea dos triangu-
los equilateros unidos). Viene representado por
cualquiera de las figuras 45 y 46. -

Existe simetria C, en los vértices y en los - ‘
centros de los tridngulos. En la figura 47 repro-
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ducimos el esquema  de Polya por su interés

‘historico. »
Otras manifestaciones de este grupo se in-
dican en las figuras 48 (Alcézar de Sevilla) y 49
(Escher). | , L
4.° grupo: Simetria C, sobre una red cua-
drada. Viene representada por las figuras 50
y bl :

Este grupo de ornamentacién tiene las con-

}
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Figura 53
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Figura 55
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gruencias C, en los vértices y -en I_os'centros
de los cuadrados. ‘ o
En la figura 52 representamos el disefio de
Polya. .
5° grupo: Simetria C, sobre una red de rom-

- bos. formados por tridngulos equilateros adosa-

dos tal como la del grupo 3.° Viene represen-
tado por cualquiera de las figuras 63, 64y 55.

Este tipo de ornamentacion tiene simetria
C, en los vértices de la red, simetria C; en los
centros de los tridangulos equilateros, y simetria
C, en los puntos medios de los lados de los
triangulos. . o : _

6.° grupo: Simetria D, en una red.rectangu-
lar. o .

3{.,._\1,9_; |
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G

Figura 56

y
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i

Figura 57 -

El grupo viene representado por cualquiera de
las figuras 56 y 57. Ademés de las simetrias
D, en los vértices de los rectangulos tienen
las simetrias D, en los puntos medios de los
lados horizontales.
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Figura 58

Figura 59

7.° grupo: Motivo ornamental con la misma
simetria' D, pero sobre una red romboide, en

vez de rectangular.

Figura 61

Figura 63

El grupo viene representado por las figuras
58 y 59. Los centros de los rombos tienen tam-
bién simetria D,. Las figuras son invariantes
respecto a ejes verticales que unen puntos me-
dios de los lados, y de traslacién mitad de la
diagonal vertical del rombo.

8.° grupo: Motivo.ornamental con simetria
D, en una red rectangular. Figuras 60 y 61.

A este tipo de ornamentacién pertenecen los
grupos D, aplicados en los centros de los rec-
tangulos y en los puntos medios de los lados.

9.° grupo: El mismo motivo ornamental D,
del grupo anterior pero situado sobre una red
romboidal en vez de rectangular (figuras 62 y
63). ,_ gHid

Grupos de congruencia: D, en los vértices,
D, en los centros de los rombos, C, en los
puntos medios de los lados.

Son congruencias del grupo los deslizamien-

‘tos de ejes horizontales y verticales que pasan

por los puntos medios de los lados y de tras-
laciones mitad de las diagonales de los rombos.

10.° grupo: Motivo ornamental con simetria
D, situado sobre una red de rombos formada
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Figura 65

por triangulos equilateros adosados (figs. 64y
65). o

En los vértices simetria D; en los centros de

los triangulos simetria C, (existe doble nime-
ro de centros ternarios de este tipo que del
otro). Son congruencias de este tipo de orna-
mentacion los deslizamientos de ejes paralelos
a los lados de los rombos por sus centros.

11.° grupo: El mismo motivo ornamental D, |

del grupo anterior y sobre la misma red pero
con los ejes de simetria del motivo sobre las bi-
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Figura 66

Figura 67

sectrices de los triangulos de la red. Viene re-
presentado por las figuras 66 y 67.
Tienen la simetria D,, ademés de en los veér-
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Figura 70

tices de la red, en los centros de los tridngu-
los, es decir por todos los centros ternarios pa-
san ejes de simetria. Deslizamientos verticales.

12.° grupo: Motivo ornamental de simetria
D, situado sobre una red cuadrada (figs. 68,
69 y 70).

Tiene simetria D, en los centros y vértices,
de los cuadrados, simetria D, en los centros
de los lados. Tiene como congruencias, ademas

/ N

Figura 71
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Figura 72
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Fighra 73

deslizamientos de ejes paralelos a las diagona-

les por los puntos medios de los lados.

13.° grupo: Motivo ornamental con simetria
D, sobre rombos constituidos por triangulos
adosados (figs. 71, 72 y 73) equilateros.

Este tipo de ornamentacién tiene simetria
D, en los centros de los triangulos, simetria D
en los centros de los lados de los tridangulos
equilateros. Es invariante respecto a desliza-
mientos de ejes paralelos a las diagonales de
los rombos por los puntos medios de los lados.

14.° grupo: Formado por motivos ornamen-

' NN 14
/ O

-
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NN

Figura 74

Figura: 75
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tales de simetria C, situado en los vértices de
una red rectangular y en los puntos medios de
los lados de la misma direccién la misma figu-
ra de simetria C, pero en posicion simétrica
respecto de estos ejes. Las figs. 74 y 75 repre-
sentan este grupo. :

Este grupo es invariante respecto a los des-

lizamientos de ejes los de la red de una direc-

'cién v las rectas de esa misma direccion por los

centros de los rectdngulos. Los ejes de desli-
zamiento son horizontales en la primera figura
y verticales en la segunda.

16.° grupo: Este grupo es semejante al an-
terior con motivos de simetria C, en lugar de
C, (figs. 76 y 77). : '

L -

[ T P ol

N\

JURPE P S T Eadke Kutnt

Tiene como simetrias los grupos C, en los

vértices de los rectangulos y en los puntos me-
dios de los lados horizontales.
" Tiene como simetrias de recta aquellas cu-
yos ejes estan indicados de puntos. Presenta
‘ademas los deslizamientos horizontales cuyos
ejes se indican. :

16.° grupo: Este grupo esta formado por mo-
tivos ornamentales de simetria C, colocados
como se indica en la figura 78 en una red de

JULIO - AGOSTO 1989
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Fig. 79.—Disefio de Polya.
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Fig. 80.—Ejes de deslizamiento.
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malla rectangular. La mejor forma de recordar
es considerar rectangulos en cuyos cuatro vér-
tices hay un motivo C,, y en el centro del rec-
tangulo el motivo simétrico con relacién a cual-
quiera de los lados del rectangulo (se representa
abajo en fig. 78).

En la fig. 79 hemos destacado en lineas a tra-
zos los rectangulos y de esta figura se indica
la posicion de los ejes de deslizamiento en re-
lacién con los citados rectangulos en la fig. 80.

17.° grupo Red de malla cuadrada. En cada
vértice de un cuadrado se sitda un motivo de

- simetria C,. En el centro de cada cuadrado el

mismo motivo C, con sentido de giro contra-
rio, es decir su simétrico con relacion a un la-

- do del cuadrado.

En la fig. 81 se representan los ejes de sime-

Lza-
peetid oo T
) /

tria del grupo ornamental. Este grupo tiene des-
lizamientos verticales y horizontales.

En la fig. 82, disefio de Polya, hemos desta-
cado los ejes de simetria y vértices de la red
cuadrada.

13. UNICOS GRUPOS DE
ORNAMENTACION PLANA

La forma sistematica de demostrar que los 17
grupos citados son los Unicos que existen, uti-
lizada por Polya, consiste en estudiar cada una
de las clases C,, C, C,, C,, C,y D, D, D,,
D,, D; viendo las Gnicas posibilidades que ofre-
ce cada clase.

1. C,C,C,C,yCy

De cada una existe un solo grupo {gru-
pos 1.° a 5.2).
2. D
Malla rectangulo, ejes de simetria so-
lamente {grupo 6.°).

Malla rectangulo, ejes de deslizamien-
to solamente (grupo 14.°).

Malla rombo, alternativo eje de sime-
tria y deslizamiento (grupo 7.°).

Los grupos 6.° y 7.° tienen motivos D.. En
"el grupo 14.° los motivos son C,; los D, sélo-
existen para el conjunto del plano e integradas:
las simetrias en los deslizamientos.

3. D, ‘

Malla rectangular: ,

— Ambos lados del rectangulo ejes
de simetria (grupo 8.°). :

— Ambos lado del rectadngulo sélo
ejes de deslizamiento grupo 16.°).

— Alternativamente ejes de simetria
y ejes de deslizamiento (grupos
15.°).

Malla rombo:
— En cada direccion de las diagona-
‘les del rombo alternan ejes de si-
metria y de deslizamiento (grupo
9.%).
En los grupos 8.° y 9.° los motivos tienen si-
metria D,.

En los grupos 15.° y 16.° los motivos s6lo tie-
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ne simetria C,. La simetria D, existe para el

-grupo 15.° pero debilitada, en una direccion la

simetria es propia, y en la direccion ortogonal
est4 integrada en deslizamiento. La simetria D,
para el grupo 16.° s6lo hay que entenderla en
sentido amplio y movimientos en direcciones

ortogonales.
4, D

Por todos los centros de giro ter-

narios pasan ejes de simetria (gru-
po 11.°). '

Por 1/3 de los centros de giro ter-

narios pasan ejes de simetria (gru-

pos 10.°).

A través de centros de giros cua-
ternarios ejes de simetria (grupo
12.°).

A través de ningun centro de gi-
ro cuarternario ejes de simetria
(grupo 17.°).

El grupo 12.° tiene motivo ornamental con si-
metria D,. El motivo del grupo 17.° sélo tiene
simetria C,. Este grupo 17.° tiene una simetria
D, debilitada pues dos de las direcciones no
son de ejes de simetria sino de deslizamiento.

6. Dy

Un solo grupo.
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