“"REVISTA'DE OBRAS PUBLICAS, Septiembre 1989. P4gs. 623 a 638
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de inversion en obras publicas en ambiente de
riesgo y de incertidumbre "
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El dimensionamiento éptimo de los proyectos de inversion en obras
publicas .requiere la consideracion del riesgo y de la incertidumbre,
ya que intervienen en él pardmetros que no son controlables por el
proyectista, planteandolo como un proceso de decisién. En el pre-
sente articulo se analizan las posibilidades mds frecuentes que pueden
presentarse, tanto si para el estudio del dimensionamiento se realiza
experimentacion o no. Se estudian los casos en que el numero de
alternativas sea finito o infinito y en que los estados de la naturaleza
tengan una distribucién continua o discreta. Por dltimo se considera
el caso de que la funcién de pérdidas dependa de un parametro.

1. INTRODUCCION

En el dimensionamiento de los proyectos de
obras publicas intervienen, en general, una se-
rie de parametros que no son controlables por
el decisor. Cada proyecto se ve afectado por di-
versos parametros aunque para el dimensiona-
miento haya frecuentemente uno que es el que
va a tener una influencia decisiva. Veamos al-
gunos ejemplos. Si tratamos de dimensionar un
dlque de escollera, el oleaje en su punto de ubi-
cacion sera el parametro a considerar; si trata-
mos de dimensionar la superficie abrigada ne-
cesaria para un puerto el parametro sera el tra-

fico que se prevea que se va a desarrollar en

él: si tratamos de dimensionar la altura de una
presa, el pardmetro sera el caudal anual del
rio, etc.

A estos pardmetros se les denomina estados
de la naturaleza y vienen caracterizados por que
no pueden ser influenciables por el decisor aun-
que tienen una gran importancia para la adop-
cion de la decision. Consideramos que los pa-
rametros tienen caracter aleatorio. Si logramos
conocer la distribucion de probabilidad del pa-
rametro que interviene en nuestro problema di-

{*) Se admiten comentarios sobre el presénte articulo que podran
remitirse a la Redaccion de esta Revista hasta el 30 de noviembre de
1989. .
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remos que nos encontramos en una situacion
de riesgo. Si no sabemos nada sobre ellos di-
remos gue nos encontramos en un ambiente de
incertidumbre. Lo mas frecuente es que nos en-
contremos en un ambiente intermedio entre el
riesgo y la incertidumbre siendo los dos am-
bientes que hemos definido sutuaciones limite
en las que se puede encontrar el decisor.

Para el estudio del dimensionamiento pode-
mos clasificar los estados de la naturaleza en
dos tipos diferentes. Un primer tipo vendria re-
presentado por aquellos parametros cuya dis:

~ tribucion de probabilidad sea independiente del

tiempo (por ejemplo, la distribucion de proba-
bilidad anual del oleaje en un punto) y otro se-
gundo tlpo que se incluiria en la consideracién
como serie temporal (por ejemplo la distribu-
cién de probabilidad del trafico como serie tem-
poral (por ejemplo la distribucion de probabili-
dad del trafico en una carretera dependera del
namero de vehiculos existente en cada momen-
to, el nimero de vehiculos sera creciente con
el tiempo).

El calculo de la funcion de distribucion de
probabilidad en cada uno de los casos es dife-
rente. En el primer caso, cuando el parametro
no depende del tiempo, se trata de agrupar los
datos de forma adecuada y ajustar a ellos una
distribucion de probabilidad que posteriormente
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debera ser debidamente contrastada utilizando
. el test-X? o cualquier otro. En el segundo ca-
' s0, cuando el pardmetro depende del tiempo se
' necesitarad primeramente calcular la tendencia

¥ posterlormente eliminada esta de los datos,

‘encontrar la distribucién de probabilidad de las
fluctuaciones aleatorias alrededor de dicha ten-
- dencia. A esta distribucion de probabilidad de-
berd de aplicarse igualmente, una vez ajustada,
‘el contraste.

" La existencia de estos parametros, denomi-
nados estados de la naturaleza, no controlables
por el decisor nos ha llevado a plantear la con-
veniencia de considerar el dimensionamiento de
un-proyecto como un proceso de decision.

- En este estudio expondremos solamente el
caso que exista un solo decisor -(hipotesis per-
fectamente asumible ya que en general en el
-.dimensionamiento de un proyecto es ese el ca-
so mas frecuente) y una sola dimension eva-
luativa. Aceptamos que para el dimensiona-
miento sera suficiente con una sola dimensién
evaluativa, la econémica, dejando el caso de
varias dimensiones evaluativas para la fase de
ubicacion exacta o trazado segln Ios proyec-
- tos de que se trate.

Los restantes elementos fundamentales del
proceso de decision, junto con el conjunto de
los estados de la naturaleza ya expuestos, son
el conjunto de decisiones y la funcion de pér-
dida. El conjunto de decisiones sera el conjun-
to de las diferentes alternativas del proyecto,
conjunto que podra ser infinito (por ejemplo, al-
tura de una presa, dimensiéon de un aliviadero,
superifice abrigada de un puerto) o finito (por
ejemplo nimero de carriles de una autopista o
autovia, niamero de vias para una linea de
ferrocarrll)

La funcion de pérdida a conS|derar sera la ob-
tenida mediante la diferencia entre los costes
y beneficios de cada una de las alternativas del
proyecto. Los costes de un proyecto, en el sen-
tido econdmico que utilizaremos, representan -el

consumo de recursos utilizados para producir

los resultados del proyecto y que incluiran los
cuantificables monetariamente. Los costes
cuantificables no monetariamente y los no
cuantificables o intangibles deberan ser utiliza-

dos bien para la:ubicacién o para el trazado, pe-
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ro no para el dimensionamiento. Los beneficios
de un proyecto con3|st|rén en aquellos efectos
que como las reduccuones en los costes unita-
rios o0 el aumento en la produccién de los bie-
nes y/o servicios constituyen un aumento de la
renta nacional. Al igual que en los costes, pa-

‘ra el dimensionamiento, sélo utilizaremos los

beneficios cuantificables monetariamente. Los
beneficios cuantificables no monetariamente y
los no cuantificables o intangibles se aplicaran
como los costes en otros procesos de decision.

2. DIMENSIONAMIENTO SIN
EXPERIMENTACION, UN SOLO DECISOR
Y UNA SOLA DIMENSION EVALUATIVA

a) Introduccion.

El problema de decisién sin experimentacién
consiste en que admitiendo las sngunentes
hlpOteSIS :

— Existencia de un conjunto D, denommna‘
do conjunto de alternativas, que puede
ser finito o infinito.

— Existencia de un conjunto £, denomina-
do conjunto de estados de la naturaleza,
que puede ser finito o infinito. Si se co--
noce la probabilidad de presentacion de
cada estado de la naturaleza diremos que
estamos en ambiente de riesgo y si se

~ desconoce diremos que nos encontramos
en un ambiente de incertidumbre.

— Existencia de una funcién de pérdidas
L (w,d). Esta funcion de pérdidas sera pa-
ra nosotros la diferencia entre los costes
.y los beneficios es decir:

L (wd) =C (wd) — B (w.d)

que supondremos no negativa pues basta pa-
ra ello anadirle una funcion X {w) suficiente-
mente grande con lo que tendriamos la

funcion:

L, (wd) =L (wd) + X (w)

el decisor escoja una decisién d € D, sin cono-
cer que estado de la naturaleza w € Q se pre-
sentara de entre los posibles-de tal forma que
la pérdida que se produzca sea minima. La de-
cision d que nos produce la pérdida minima-la
denominamos decisién 6ptima.

REVISTA DE @BRAS PUBLICAS
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b) Ambiente de riesgo.

En ambiente de riesgo para obtener la deci-
sién 6ptima se asocia a cada decision un valor
que llamamos riesgo de Bayes frente a la dis-
tribucién P del estado de la naturaleza que con-
sideramos y los representamos por R (d,p). La
distribucién P es conocida ya que nos encon-
tramos en ambiente de riesgo. La funcion de
riesgo tendra diferentes expresiones segdn el
criterio de decisién bajo riesgo que adoptemos.
El criterio mas empleado es el del valor espe-
rado pero se han propuesto otros como, el de
minima varianza a media acotada, el de disper-

sion, el del percentil y el de probabilidad méxi-
- ma. Nosotros utilizaremos en lo que sigue el cri-
terio del valor esperado. :

En este ambiente distinguiremos tres casos
@) que las decisiones sean infinitas y la funcién
de probabilidad del estado de la naturaleza sea

continua, b’} que las decisiones sean infinitas

y la funcién de probabilidad del estado de la
naturaleza sea discreta y ¢’) que las decisiones
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sean finitas y la funcion de probabilidad del es-
tado de la naturaleza sea discreta. -

Caso a’) que las decisiones sean infinitas
y la funcién de probabilidad del estado de

la naturaleza sea continua.

Este caso se presentaria cuando tratdsemos
de dimensionar la altura de una presa, el con-
junto de decisiones posibles seria el segmento
determinado entre la altura minima y maxima
para la presa, con lo que seria un conjunto in-
finito y el estado de la naturaleza seria el cau-
dal anual del rio, parametro del que podemos
obtener la distribucién de probabilidad como si
fuese una variable continua.

En esta situacién y con el criterio del valor
tendremos que el ‘riesgo vendra dado por la
expresion: :

R{d,P) =/, L twd).d P (w) =/, Liwd);
P (w).dw ='E [L (w,d)]

La decisién 6ptima d que debera escoger el
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decisor sera aquella que haga-que tome el me-
nor valor posible la funcion de riesgo R (d,P).
Al irifimo de la funcién de riesgo R (d,P) se.de-
nomina riesgo de Bayes frente a la distribucion
Pylo representamos por R (P). ;
‘R (P) =inf R (d,P)
deD

- de donde la decision 6ptima @ seré la que cum- :

pla que R (d,P) =R (P). '

A d se le denomina decision de Bayes fren-
te a la distribucion P. _.
 Esta dec_isi()n,‘. en general, no sera unica.

Caso b’) que las decisiones sean infinitas
y la funcién de probabifidad del estado de
la naturaleza sea discreta.

" E<te caso se presentaria cuando tratdsemos
de dimensionar la- superficie abrigadaz de un
puerto, el conjunto de decisiones posibles se-

ria el segmento determinado entre la superfi- .

cie minima y maxima del area abrigada del
puerto con lo que seria un conjunto infinito vy
el estado de la naturaleza seria el trafico del
puerto del que podriamos obtener la distribu-
cion de probabilidad para diferentes hipétesis de
crecimiento, muy alto, alto, medio, bajo, muy
bajo. ‘

En esta situacion nos encontraremos con el
siguiente esquema: :

P, P, onee P,
W, W, ... W,
al Ldw) Lidw) .. ... L (dW,)

Con el critér'io del valor esperado tendremos:
R (d,P) =p,.L (dW,) +p,.L (dW, +.....
+p,.L(dW) v

Igual que anteriormente:

R (P) = inf R (d,P)
deD

y la decisi()n“ éptima sera aquella d que cum-
pla que R (d,P) =R (P}

Caso ¢’) que las decisiones sean finitas y
la funcién de probabilidad del estado de la
naturaleza sea discreta.

Este caso se presentaria cuando tratasemos
de dimensionar una autovia o una autopista, el
namero de carriles nos definira el conjunto de
decisiones o alternativas (d, = reformar la ca-
rretera existente, d, = autovia de dos carriles

- en cada sentido del tréfico, d, = autopista de
" i dos carriles en cada sentido, d; = autopista de
" tres carriles en cada sentido del trafico) y el es-

tado de la. naturaleza seria el trafico de la ca-
rretera del que podriamos obtener la distribu-

~ cién de probabilidad para diferentes hipotesis de

crecimiento, muy alto, alto, medio, bajo, muy
bajo. -

Lt

- En este caso NOS encontraremos con el si-

guiente esquema:

P, P, coeenn P
W, W, ...... W,

d, | L(d,W, L(d,W,) ...... L (d,W,)

d, | Li(d,W,) LWy ...... L {d,W)

d.| L{d, W) LI(d W, ...... L {d_W,)

Con el criterio del valor esperado tendremos:

R(d, PP=p . L (d,, W) + p, L (d,; W,)
+ oeene + p,.L(d, W)

R(d, PP=p,-L (d,, W) + p, CLAd,, W,)
4+ ...+ p, . L1{d, w,)

Ri(d, P =p.L(d, W)+p,. L (d_, W,)
+ e + p,. L (d, w,)
Igual que anteriormente:

R (P) =inf R (d, P)
deD

y la decision 6ptima sera aquella d que cum-
pla gue:

R (@, P) = R (P)

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS



INVERSION EN OBRAS PUBLICAS EN AMBIENTE DE RIESGO Y DE INCERTIDUMBRE

c) Amblente de mcertldumbre

_ En el ambiente de rlesgo la aleatorizacién no
disminuye la périda, sin embargo en ambiente
de incertidumbre es conveniente aleatorizar las
decisiones con objeto de obtener una perdlda
menor.

En ambiente’de inCer'tidumbre se puede in-
tentar comparar ‘las ‘decisiones directamente
con el orden natural-estableciendo los concep-
tos de dominacién, pero estos no nos condu-
cen a una decision 6ptima. Para encontrar la
decisién se ha de recurrir a algun criterio que

~nos dé una decisiéon y que posea’ pecullanda-
des especiales.

El criterio generalmente empleado es el cri-
terio de minimax pero se han propuesto otros
como el de Laplace, el de Wald, el de Hurwicz
y el de Savage. Estos criterios'cumplen‘ la ma-
yor parte de los principios de racnonahdad da-
dos por. Milnor. o

Expondremos el calculo del criterio de. mini-
max en el caso particular de que tanto el con-
junto de los estados de la naturaleza @ como
el de las decisiones D sean finitos.

Sea Q= {W,W,, ...... W_} el conjunto

n

de estados de Ia naturaleza del problema. No

conocemos su distribucién de probabilidad ya
~que estamos en un ambiente de incertidumbre.

Por estar.en este ambiente si-queremos encon-
trar la solucién con pérdida minima se ha de
aleatorizar el cohjunt'oﬁde las decisiones. Sea

={d, d,"...... ;/d, } el conjunto de :las
demsnones o p05|b|es alternatlvas del problema
Supongamos que la aleatorizacién de D vinie-
se dada por la perspectiva aleatoria.

El esquema con el que nos encontraremos en
este caso seria:

SVEPTIEMBRE 1989

W.| " W2 “' ":, Wn
P,J d1 L (W1'd1) L (W2'd1)

L (W,d,)
Pl L (Wod)  L(W,d) . LW,y

P'..1d

L (W,d) L (W,d)
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Sid*eDesla decisiéon minimax se ha de

cumplir que (W, d-¥) < V, es decir, que

ci=m

YoroLw,d=sv

i=1
i=m

Y P=1
; P, =0

Puesto que V puede suponerse distinto de
cero y positivo, ya que la funcién de pérdida
la podemos considerar siempre positiva, el sis-

. tema anterior es equivalente a:

i=m

Y PLw, d) s
Y -

=1 i=m . .

A
Y PV
0

i=1
. ‘P'i

\%

Si el decisor trata de elegir d* de modo que
V sea lo-menor posible, tratard de maximizar
1/V. Llamando Y, = P’/V el problema queda
reducido al siguiente problema de programacion

lineal:-

Max Y.
Sujeto a las restricciones
YW
S A ‘rYié_O.

La soluciéon se obtiene mediante el método
de Simplex. Supongamos que .esta solucién
fuese: '

(Y*, Y%

*
...... . YR)
la solucion 6ptima seria:
* * *
Y 1 . Y 2 . . Y m
d*= L i=m _i=m ' o i=m —
. ' * . !
E Y*, E Y*, E Y* |
=1 i=1 i=1
—— * * *
= (x*,, X*, ..., X ) :

m

68"

Una vez conocida la solucién 6ptima se pue-
de encontrar la distribucion mas desfavorable
para los estados de la naturaleza resolviendo el
sistema:

i=n

*
2 ; N
=1

-L (W, d) =V
v o
i=1
ya que la decision minimax seré una deciéién
Bayes frente a la distribucion mas desfavorable,

es decir, el riesgo correspondiente a esta dis-
tribucion ha de ser igual al valor minimax V.

La solucion del sistema seré:

P, =1

P>0

]

(P*,, P*, ...,

que seré la distribucion mas desfavorable para
los estados de la naturaleza obteniendo para es-
tos la perspectiva aleatoria siguiente:

Este caso se presentaria cuando tratasemos
de dimensionar una autovia o una autopista co-
mo expusimos en el caso ¢’) del apartado b)

"y no pudiésemos determinar las probabilidades

asociadas a cada una de las hipotesis de cre-

" cimiento del trafico. También se podria aplicar

al caso b’) del apartado b) si no se pudiesen
determinar las probabilidades asociadas a ca-

‘da una de las hipétesis de crecimiento del tra-

fico portuario y consideremos un nimero finito
de alternativas.

1. DIMENSIaO_N’AMlnENTO CON EXPERI-
' MENTACION, UN SOLO DECISOR Y
UNA SOLA DIMENSION EVALUATIVA

‘a) Introduccion.

El problema de decision con experimentacion
consiste en que admitiendo que el decisor co-
noce los siguientes datos iniciales:

— El espacio de los estados de la naturale-

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS
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za Q con elementos W € (2, uno de los

cuales, desconocido por el decisor, se -

presenta cuando este toma su decisiéon y

por lo tanto influye en el resultado de la

misma. -

— La familia de experimentos E, con ele-

mentos e € E, cada uno de los cuales,

una vez realizado, nos aporta una cierta

informacién sobre el valor de W.

— El espacio de resultados de los experi-

mentos o espacio muestral X.

— El espacio de decisiones D = {d }, una
de las cuales selecciona el decisor ayu-
dandose de la informacion obtenida a

. causa de la realizacion del experimento.
'— Una funcién de pérdida, L(e,x,d,w) defi-
nida sobre el espacioc’E-x X X D x
y que representa la pérdida obtenida co-

mo diferencia entre los costes y los be-

neficios.

L(e,x,d,w) = Cle,x,d,w) — Ble,x,d,w)
gue supondremos como en el ambiente
de riesgo no negativa, cuando se ha uti-

lizado la informacion- proporcionada por el

experimento e, que ha .dado lugar al re-
sultado X y se ha elegido la decisién d,

siendo w el estado de la naturaleza que '

se ha presentado.

— Una funcién de probabilidad P(w/x,e) de-
finida sobre el espacio producto 2 x X
como deberia de elegir el experimento e
y en consecuencia, habiendo observado
el resultado x del mismo, elegir una de-
cisién d tal que se minimice Ia pérdida es-

, perada :

Se distinguen dos casos con una sola
experiencia previa o con varias experien-
cias previas.

b) Una sola expenenc:a prev:a amblente de

rlesgo

La decisi6n d eleglda dependera del vector
x observado, donde la observacién consiste en
una muestra de tamafio'n, X,, X, ...... , X, de
una poblacion X cuya funcién de distribucién

 depende del estado W que se presente. Es de-

cir en el problema de decision con experimen-
tacién, no se busca una unica decision d € D

- sino un conjunto de reglas, una para cada ob-

servacion muestral, de forma que si se presen-
ta una cierta. muestra la decisign asociada sea .
de pérdida minima frente a la |nformaCIon que
dicha muestra proporciona. Por ello en lugar de
trabajar con el conjunto de decisiones D, tra-
bajamos con el conjunto de aplicaciones del es-
pacio X de las observaciones en el conjunto D.

={6(X)|6:X>D]}

estas aplicaciones reciben el nombre de funcio-.

nes de decision. El planteamiento expuesto se-
ria el representado en la figura 1.

En ambiente de riesgo para obtener la deci-
sién 6ptima se asocia a cada decisiéon un valor

que llamamos riesgo de Bayes frente a la dis-

tribucion P del estado de la naturaleza que con-
sideremos y como anteriormente lo represen-
tamos por R (d,P) siendo igual a la esperanza
de la funcion de pérdida.

La expresion de la funcion de riesgo sera di-
ferente segln el criterio de decision bajo ries-
go que adoptemos. El criterio méas utilizado es

el del valor esperado, al igual que cuando veia-

mos el modelo sin experimentacion. De la mis-
ma forma se pueden utilizar otros criterios.

Para el modelo con experimentaciéon con una

sola experiencia ‘previa podemos distinguir los

- Figura 1 ,
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tres mismos casos que expusimos en el mode-
- lo sin experimentacion.

‘Caso a’) que las decisiones sean infinitas
yla funcién de probabilidad del estado de
_la naturaleza sea continua.

Como en el caso a') de decnsnon sin experi-
mentacion podriamos considerar que nos en-
contrasemos en este caso cuando tratdsemos
de dimensionar la altura-de una presa, el con-
junto de posibles valores de la altura de la pre-
sa seria el conjunto de las alternativas o deci-
siones y el estado de la naturaleza seria el cau-
dal anual del rio, parametro del que obtenemos
la funcién de distribucion de probabilidad. En
este modelo realizamos un experimento que
consiste en medir la altura del nivel de agua del
rio, variable que podemos suponer continua y
de la cual podemos obtener la funcién de dis-
tribucion condicionada al estado de naturaleza
que se presente.

En este caso calculamos la funciéon de pro-
babilidad f (x/w) de los resultados del experi-
mento, condicionada al estado de la naturale-
za, teniendo en cuenta que s6lo podemos rea-
lizar un experimento. Sea X el conjunto de to-
dos los resultados posibles de ese experimen-
to si consideramos como funcién de pérdida la
expresion:

6w = LBX), wl-fx/w) - d
.

pasamos de un problema de decisién con ex-
perimentacién a uno sin experimentacion.

Con el criterio del valor esperado la funcion

de riesgo sera:

R (5, P)=/‘@:a w) - dP(w)~f@(a w) -
-p(w) - dw

y sustituyendo la expresion de la funcién de
: pérdida quedara:

R{s, P) = f fL[é(x) w]- f{x/w) p(w)-dx-dw

La de0|3|on 6 — optlma que escogera el de-
cisor sera aquella para la cual la funcién de ries-
go sea minima y esta regla de decision serd la
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solucién del problema de decisién con experi-
mentacion en este tipo de ambiente. ‘

El infimo de la funcién de riesgo R (§,P) den-~
tro del conjunto le denominaremos riesgo de
Bayes frente a la distribucién a priori P y lo re-
presentaremos por R(P)

R(P) = inf R(5, P)
beD
La funcién de decisién cuyo nesgo asociado
sea igual al riesgo de Bayes sera la funcién de
decision optima. Es decir, si existe un € D tal
que:

R(ée,P) = R(P).

a esta funcion le llamamos de decisién de Ba-
yes. Esta funcién de decision 6ptima no tiene
por.qué ser la dnica.

Caso b’) que _I‘és decisiones sean infinitas
y.las funciones de probabilidad del estado
de la naturaleza sea discreta.

Como en el caso b’) de decision sin experi-
mentacion podriamos considerar que nos en-
contramos en este caso cuando tratadsemos de
dimensionar la superficie abrigada de un puer-
to. El conjunto de posibles valores de la super-
ficie abrigada seria el conjunto de las alternativas
o decisiones y el estado de la naturaleza seria
el trafico portuario que suponemos aleatorio y
con funcion de distribucién discreta conocida.
En este modelo realizamos un experimento que
consiste en observar la variable, volumen del
comercio internacional, variable que podemos
suponer continua y obtener la funcion de dis-
tribucidon condicionada al estado de la natura-
leza que se presente.

En este caso. calculamos la funcion de pro-
babilidad f {x/w) de los resultados del experi-
mento condicionada al estado de la naturale-
za, teniendo en cuenta que solo podemos rea-
lizar un experimento. Si X es el conjunto de to-
dos los resultados posibles de ese experimen-
to y consideramos como funcién de pérdida la
expresion:

5, wh= [ LI6(x), wi-f Ldx =
@ (5, w) fx [3(x), wl-fix/w)-dx
=f { CI8(x), wl — BI&(x), wl )

X

- f(x/w) -dx
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el esquema que tendriamos en este caso seria
el siguiente: :

P, P, ... P,
W, W, ... W,
5| @B, w) 26, w) ..., (5, W)

que con el criterio del valor esperado tendre-
mos: : -

R(8, P} = p,. 2°(5, w)+p,. Z(5, wl+ ..... +

+ p, 25, W)

Igual que anteriormente

R(P) = inf RI(5, P)
6eD

y la decision optima sera aquella 8 que cum-
pla que:

R(5, P) = R(P)

Caso c') que las decisiones sean finitas y
la funcién de probabilidad del estado de la
naturaleza sea discreta.

" Como en el caso c’) de decision sin experi-
mentacién considerar, que nos encontramos en
este caso cuando tratamos de dimensionar el
namero de carriles de una carretera y. considera-
mos que el estado de la naturaleza del problema
es el trafico, que supondremos, aleatorio y con
funcion de distribuciéon discreta conocida. En
este modelo realizamos un experimento que
consiste en observar la variable, nimero de ve-
hiculos, variable que podemos suponer conti-
nua y obtener la funcién de distribucién con-
dicionada al estado de la naturaleza que se pre-
sente. ‘ :

En este caso calculamos la funcion de pro-
babilidad f (x/w) de los resultados del experi-
mento condicionada al estado de la naturaleza,
teniendo en cuenta que s6lo podemos realizar

un experimento. Si X es el conjunto de resul-

tados posibles de ese experimento y conside-
ramos como funcién de pérdida la expresion:

26, w) = f L[5 (x), wl-fix/w)-dx =
y .
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= [ 1 Clsiv, wl — BI5(x), wl )
X .

- f{x/w) -dx

el esquema de la solucién en este caso sera el
siguiente: S

w, W, w,
T &6, w) F6,w,) ... 6, w,)
8, | @8, W) L6, W) ..... 2 (6, W,)
5 | @6, w) P, w) .. @6, W)

Se trata de elegir la funcién de decision § de-
forma que minimice la pérdida esperada:

R(P) = inf R(5, P =Y 2, w)-p(w) =

5€D — |
B E [E L8{x), w]‘-p(x/w)]-p(w),
w X/w :

c) Una sola experiencia previa, ambiente de
incertidumbre ' :

Las consideraciones realizadas en el ambiente
de incertidumbre para el modelo de decision sin
experimentacion son validas igualmente en el
caso de modelo con experimentacion. El cal-
culo de decisiones minimax si es este el crite-
rio de decision escogido en el caso de que tan-
to el conjunto de estados de naturaleza  co-
mo el de funciones de decisién aleatorizadas D*
sean finitos se reduce como sabemos a un pro-
blema de programacion lineal.

En general podemos expresar que si utiliza-
mos como criterio de, decision bajo incertidum-
bre el criterio minimax, a cada funcion de de-
cision aleatorizada 6* € D* le asociamos un in-
dicador numérico. _ ;

S(6*) =sup & *(6* w)

Q
y definimos el valor minimax como el infimo de
-estos valores numeéricos. |

- v= inf sup2Z*(5% w)

&*eD* A
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DECISOR

ELECCION - we 2

ect

Una funcnon de decisién. aleatonzada es una
regla de decision minimax y lo representaremos
por §* si S(8%) alcanza el valor minimax, -es
decir: .

=S{*)=v=inf sup f”‘%’(é * w)

Si el superior y el inferior se alcanzan den-
tro de los conjuntos Q y D* respectlvamente
podémos hablar de maximo y 'minimo, enton-
ces el valor minimax seria el minimo en D* de
fos maximos en Q de la pérdida esperada
*(8%w) de ahi que reciba nombre de funcuon
de decnsnon minimax. '

jd)‘ Varias experiencias prewas ‘ambiente de

riesgo

Este caso coincide con lo que de manera ge-
neral hemos expuesto en la introduccién de es-
te apartado. El problema se puede representar
mediante el grafico de la figura 2.

En un primer movimiento, el decnsor ellge un

‘experimento del espacio E.

- En un segundo movimiento, el azar seleccio-
na un resultado x con probabilidad p(x/e).

En un tercer movimiento, el decisor elige una
decisién d de conjunto D.

- En un cuarto movimiento, el azar selecciona

un estado w € @ segun la probabilidad

p (w/x,e).

La pérdida que el decisor obtiene como con-

secuencia de los cuatro movimientos anterio-
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o 4
AZAR ‘ ' DECISOR -

L(e,x ,‘d)v

xeX | " deo
P(x/v,@)

“ Figura 2

res vendra dada por el valor de L(e x,d,w)
L(e,x,d,w) = C(e,x,d,w) — Ble,x,d,w)

Este serfa el resultado si trabajamos en for-
ma extensiva basandonos en el arbol de deci-
sion que hemos expuesto. Si realizamos el.an4-
lisis en forma normal en lugar de trabajar con
las decisiones d € D, trabajamos con el con-
junto de las aplicaciones de X en D.

D={6(x)6:X—>D}
aplicaciones que reciben el nombre de reglas o
funciones de decision. '

Utilizando, en el ambiente de riesgo que es-
tamos estudiando, el criterio. del .valor espera-
do y considerando que todos los conjuntos que
intervienen en el problema son finitos el plan-
teamiento seria elegir el experimento e y la fun-
cion de decision 6 (x) de forma que minimicen
su pérdida esperada:

Rile &)= 2 [ EL(e x, 8 (x), w)

x/w

(x| -p w)

Para un experimento determinado e, el deci-
sor elegira aquella regla de decisién § que mi-

.nimice R(e,d).

R (e) = min R (e, §)
0

Por altimo, el decisor elegira el experimento
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e de forma que haga minimo a su vez el valor
de R(e). Por lo tanto se ha de elegir el par [e,
5(x)] de forma que:

R = min min E_ (E
e o

Se podria tratar el caso continuo de alguno
o todos los conjuntos que intervienen en el pro-
blema siguiendo esquemas similares a los an-
teriores. Este caso se presentaria en la practi-
ca, por ejemplo, cuando estemos calculando el
dimensionamiento de un dique de escollera.
Dada la distribucién a priori del estado de la na-

(L (e, x, 6(x), w))

x/W

turaleza W, que en este caso sera el oleaje en -

el punto de ubicacion del dique. Consideramos
la probabilidad de que se supere una determi-
nada altura de ola. Sea W, el estado de natu-
raleza que representa el hecho de que la altura

de ola sea mayor que H. De la distribucion a

priori del oleaje obtenemos el valor de la pro-
babilidad P de que se presente W.,.

La probabilidad de que se presente el caso
W, (que la altura de ola sea menor que H) se-
ra (1 P). :

Realizamos dlferentes experimentos con di-
ferentes estados de naturaleza W variando el
valor de H y observamos la variable aleatoria
x condicionada a W, que podemos considerar
como x = 1 si no hay rotura del dique, x = 0
si hay rotura parcial del dique variando en ca-
da experimento el nimero de olas que incide
sobre el dique. De estas observaciones obtene-

mos las diferentes distribuciones de probablll-

dad condicionadas.

Calculando en cada caso los costes asocia-
dos a cada experimento, incluyendo las diferen-
tes roturas en el dique, asi como los beneficios
correspondientes obtenemos para cada caso las
funciones de pérdida correspondientes. Eligire-
mos el experimento y la decision que hagan mi-
nimo la pérdida esperada conforme hemos
expuesto. '

e} \Varias experiencias previas, ambiente de
incertidumbre

En este tipo de problema es extrafio que se
presente el ambiente de incertidumbre pues la
variable aleatoria observada X da una mforma-

ciébn que seréa aprovechable para definir eI ver-
dadero valor del parametro w. .

f) Generalizacién del problema de dec:s:on
con expenmentac:én

La generallzac|6n del problema de dec15|on
con expenmentamén podemos encuadrarlo en
lo que se denomina decision estadistica. Este
modelo puede formularse asi:

Sea un conjunto.de variables aleatorias (X,,
Xyy wenrens ¢ X Vi Yir Yo weeeens , Y.) conjunta-
mente distribuidas segun la funcion de distri-
bucién F (X,Y/w).siendo w el posible valor del
estado de la naturaleza. Un decisor tiene que
escogeruna decision d € D del conjunto de
posibles decus:ones después de observar una

realizacién de X pero antes de observar Y. Una

vez tomada una decisién observa Y entonces
incurre en una pérdida que dependera de la es-
cogida, del valor w y de los valores observa-
dos. El problema consiste en buscar una
decisiéon después de observar X que minimice
esa funcién de pérdidas..

Este problema es més general que el que he-
mos estudiado puesto qué la pérdida ademas

‘de depender.de D y de Q, depende de unas

consecuencias posteriores, las cuales no se co-
nocen sino-.con cierta probabilidad. '

g) Consideraciones sobre el coste de las ob-
servaciones

La observacién de una variable X es decir la
experimentacion lleva asociado un coste. Este
coste debe de tenerse en cuenta cuando se cal-
cula el riesgo de una funcién de decision en la
gue intervienen observaciones de X y tiene es-
pecial importancia cuando se ha de decidir que
variables han de observarse o bien si se realiza
experimentacion o no. Sea c{w,x) el coste de
la observacion del valor x de la variable X cuan-
do W = w. Si p(w) es la funcion de densidad
de W, el coste esperado de la observacion es:

Elc(w, x)] = .fnfx c (w, x)-
f (x/w) - p (w) -dx - dw
El riesgo-‘total vendra ,entonces‘d(efinido por:
. 'R(5, P, C)=R(s P)+ E[cilwx]

es decnr por la suma del riesgo R(5,P) y. el cos-

te esperado de la observacion.

seeweREe9 &=
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Se ha de seleccionar una observacion X vy la
correspondiente funcion de decision de Bayes
6 que minimice el riesgo total.

En general lo que ocurre es que el coste de
fa experimentacion depende del tamafio de la
muestra y no del valor de,w y del X observado.

Para la obtencién de una cuota superior pa-
ra el tamafio muestral 6ptimo recurriremos a la
descomposicion de la pérdida L{e,x,d,w,) en dos
sumandos. Un sumando denominado pérdida
terminal L, (w,d) que depende del estado de la
naturaleza que se presente y de la decisién to-
mada y otro sumando denominado pérdida
muestral L (e,x) que sb6lo depende del expe-
rimento e y de su resultado x. Cuando se pue-
da obtener esta descomposicion dlremos -que
la pérdida es aditiva. La condicion -necesaria
para que la pérdida sea aditiva es que se ven-
fiquen las siguientes premisas:

— Que las consecuencias de (e, x) y (d, w)
sean medibles en la misma unidad.

— Que la pérdida de este valor numérico sea
‘lineal sobre todo el conjunto de las posi-
bles consecuenicas del problema.

Cuando las posibles consecuencias de una
decision sean complicadas y no puedan espe-
cificarse mediante un valor numérico, el método
mas efectivo para asignar pérdidas es estable-

- cer una escala para las consecuencias de cada
- resultado en funcion de un Unico valor numé-

rico y asignar las pérdidas a las consecuencias
a través de una funcién de pérdida definida so-
bre dichos valores numéricos.

Si la pérdida L (e,x,d,w) puede expresarse co-
mo una de las dos pérdidas definidas anterior-
mente, es decir si:

L (e, x, d, w) =1L, (d, w+L_ (e, x)

la expresion del riesgo se podri expresar como
la suma de los riesgos debidos a las pérdidas
terminal y muestral, es decir:

En los casos en que esta descomposicién es
posible los problemas se simplifican mucho. Su-
pongamos ahora que llamamos experimento
nulo e, al que consiste en no hacer experi-
mentacion. El resultado serad x,. Definimos en-
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tonces la decisién d, como aquella que verifi-
ca que:

inf L (e, x,, d, w)=1L (e, x,,

;Vd € D

d,. w)

La pérdida asociada a d, sera la inferior de
las pérdidas que puede producirse por lo que
aplicando el criterio de SAVAGE tendremos que:

rexdw)=L(exdw)—L (e, x, d,. w)

Luego

L (exdw) =rlexdw)+L{e, x, d, w)

Como el segundo sumando solo depende de
w, la minimizacion de la pérdida con respecto
a d y e, es equivalente a minimizar el riesgo de
SAVAGE con respecto a d y e.

El riesgo de SAVAGE esperado con el expe-
rimento e que da como resultado asocnado X
sera: ‘

f {exd) = Er (e, x, d, W) . p (w)
w
El decisor escogerd aquella decision d que
haga minimo el riesgo esperado:
f (ex) =7 (ex,d)=min f (ex,d)
d

El riesgo esperado de 7 (e, x) sera:

fley=E_ [T (e x)]

x/e

por lo que el decisor escogera el experimento
€ que haga minimo el valor #(e)

f=min f (e) = (&)
e

De aqui deducimos. que:

Re)=E,[Lle,
=L + fle)

X, d,, w1 + f(e)

llamando
L=E,[Ll(e, x, d, wl
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Luego tenemos pues que:.
R(e) =R_(e) + R, (e)
R(e) =L +7(e)

R(e) =R, (el + R (e) =L +F(e) =
=L+# (e) + R_ (e)

de donde

R (e) =

t

L + 7 (e)

Teniendo en cuenta que la pérdida muestral
es la debida a la experimentacion podemos lla-
marlo costo del muestreo y representarlo por

C,lex =L, (e x

SEPTIEMBRE 1989

Podemos obtener que:
P (e)="7 (e) +¢&, (e

con lo cual si suponemos que el espacio de los

_experimehtos lo podemos ordenar mediante

una sucesion { e, ] de experimentos de tal
forma que tanto R (e,) como C_ (e) son fun-
ciones crecientes de n podemos mediante las
relaciones expuestas encontrar el tamafio 6pti-
mo muestral. Es decir tratamos de encontrar el
tamafio 6ptimo n_ del tamafo muestral que
haga minimo el valor de: '

R()=R (e)+R, (e)=R (e)+¢ (e)

La minimizacién de R (e,) es equivalente a
la minimizacion de f (e,), cuyo valor es:

n

Ple) =7 (e) + &, le,)
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Supongamos que hemos calculado 7 (e,.)

~ para un tamafio muestral n'.

para todo n > n’ se demuestra que se ha de
verificar que:
C.le) —C_(e) < i le)

Si calculamos la cota correspondiente al ex-

perimento nulo cuyo costo es cero tendremos

- que:

C.le) < le,)

Una vez obtenida la cota inicial podemos co-
menzar el calculo de n, basandonos en el he-
cho de que cuando reallzamos un experimen-
to por pequefio que sea su tamano muestral
produce un valor r, (e, ) mucho menor que el
debido al expenmento nulo f, (e ), con lo que

- vamos a ir disminuyendo progresnvamente la co-
' ta superior hasta encontrar el valor 6ptimo n,.

IV. DIMENSIONAMIENTO CUANDO LA
FUNCION DE PERDIDAS DEPENDE
DE UN PARAMETRO

El'caso de que la funcion de pérdidas depen-
da de un parametro se deberd generalmente a

'que los estados de la naturaleza que intervie-
- nen en el problema dependan de un parame-
tro. Si consideramos el dimensionamiento de

una carretera las fluctuaciones aleatorias alre-
dedor de la tendencia del trafico por ella sera
el estado de la naturaleza que dependera del

' numero de vehiculos; el nimero de vehiculos
- sera el pardmetro del cual dependa la funcion

de pérdidas. Si consideramos el dimensiona-

' miento de la superficie abrigadd de un puerto,
las fluctuaciones aleatorias alrededor de la ten-
- dencia del trafico maritimo en él, sera el esta-

do de la naturaleza que dependerd del comer-

- cio internacional; el comercio internacional se-
' r4 el pardmetro del cual dependa la funcion de

pérdidas.

"Estos dos ejemplos son una muestra de que
podemos enfocar el problema del dimensiona-

miento de algunos proyectos considerando que
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la funcion de pérdidas depende de un parame-
tro y de esta manera no necesitamos recurrir
al artificio de intentar conocer o fijar subjetiva-
mente las probabilidades de un crecimiento
muy alto, alto, medio, bajo, muy bajo. Artificio
este que ha sido utilizado en el desarrollo de
varios casos anteriormente expuestos.

La solucidon en este caso se enfocara consi-
derando que la decision 6ptima_se obtiene re-
solviendo un juego bipersonal paramétrico. El
recurrir a esta solucion puede ser criticada des-
de la consideracion de que plantear los proble-
mas de decisidon en ambiente de incertidumbre
como -un juego bipersonal de suma nula con-
tra la naturaleza no parece adecuado ya que no
parece légico suponer que la naturaleza preten-
da la ruina del decisor. No obstante esta criti-
ca, el desarrollo de ambas teorias, la de juegos
y la de la decision, han sido complementarias.
Hecha esta observacion expondremos la solu-
cion de nuestro problema con estas hip6tesis:

— El conjunto Q de estados de la naturale-
za es finito y representa las fluctuaciones
aleatorias alrededor de la tendencia pon-
deradas de forma discreta.

Representa el primer jugador de un jue-
go bipersonal.

— El conjunto D de alternativas o decisio-
nes es finito. Representa el segundo ju-
gador del juego.

— La funcién de pérdidas depende de un
parametro O.

- El esquema del problema vendra representa-
do asi:

W1 l WZ n
d | L,(©) L,0 .. ... L, (8)
d| L@ L, ... L, (©)
d,| Ly (©) L0 ...... .. L (0

Se demuestra que si los elementos L, (©)
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son funciones continuas de © entonces el va-
lor del juego es una funcién continua de ©O.

Igualmente se demuestra que si los elemen-
tos L, (6) son funciones mondtonas crecien-
tes (o decrecientes) de O entonces el valor del
juego es una funcion monoétona creciente (o
decreciente) de ©. Ademas si todos los L, (6)
lo son estrictamente también lo es el valor del
juego. :
El método a seguir para obtener el valor del
juego r(0) y las estrategias 6ptimas E (J,, ©)
E(J,, ©) consta de las siguientes fases:

a) Se investigan aquellos valores de O para
los cuales existen puntos de silla en la matriz
L,(O). Para cada uno de ellos se define el
conjunto

L, (0 < L, (©)

={0eO|L(O) <
K=1 2
=12, ..., m

©,, puede ser vacio lo que significa que
L, (©) no puede ser punto de silla.

Si @, # @ entonces se tiene que

d (8) = L, (©) para 6 € O,

- ademas las estrategias puras de los dos juga-

dores_son 6ptimas para todo e € ©,;.

Si U 6, = © hemos terminado. Caso con-
i

trario se pasa a la fase b.

b) Se investigan las submatrices de orden 2 de

la matriz de pérdidas, habiendo exluido previa-
mente aquel o aquellos valores de © para los
cuales 4 (6) =0

a ver si tienen soluciones simples, es decir se

consideran los conjuntos.

L, () L,.(8)

0. =loco M@=

i’ jj

() L, (6)

admlte solumones 6ptimas

) }SEPTIEMBF!E 1989

Si ©,,, # ® entonces el valor del juego es

IMI_©)] _ [ME (e
, Mie)d, T L¥ (©)

g (0)
L*, (©) son los elementos de la matriz adjunta

de M () |
y las estrategias Optimas vienen dadas por

*=9(0)-J, (MY (@)

A
1

n* =3 1(0) - (M (©)"J,

Hay que tener en cuenta que los subconjun-
tos de

0, 6,y 6,

pueden tener frontera comun si las funciones
L; (O son continuas y obviamente para estos va-
lores de © el valor del juego calculado en la fase
a) y b) coinciden. Si ahora.

i i

[LJ@H_ U Ue,,”I o)

i

hemos terminado. Caso contrario, se prosigue,
bien hasta que el espacio paramétrico se haya-
cubierto por todos los subconjuntos de la for-
ma anterior, o bien, hasta que hayamos exami-
nado todas las submatrices cuadradas de orden
min { m, n } de L, (8), en cuyo caso el teo-
rema fundamental nos garantiza que © ha que-
dado cubierto por subconjuntos de la forma
anterior.

De esta forma obtenemos la alternatlva op-
tima para cada uno de los problemas que plan-
teemos segin este modelo. Ahora bien en ge-
neral la estrategia 6ptima serd una combinacion
lineal de las estudiadas con lo cual si necesita- -
mos una mayor precision en cuanto al dimen-
sionamiento podemos reiterar todo el proceso
precisamente para alternativas comprendidas
entre las que nos facilitan la solucién optima.
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